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A NON-EXTENDIBLE ABSTRACT KERNEL

L.G. Kov Ls

The m o t i v a t i o n  f o r  t h e  t h e o r y  o f  o b s t r u c t i o n s  t o  g r o u p

e x t e n s i o n s  i s  t h e  o b s e r v a t i o n  i n  R e i n h o l d  B a e r ' s

c l a s s i c  Z e i t s c h r i f t  p a p e r  o f  1 9 3 4 ,  t h a t  n o t  a l l  homomorphis ms

C ÷  Out  A  i n t o  o u t e r  a u t o mo r p h i s m c l a s s  g r o u p s  a r i s e  f r o m

c o n j u g a t i o n  a c t i o n  i n  g r o u p  e x t e n s i o n s  1  ±  A  ÷  B ÷  C ÷  1  .

Howev er ,  t h e  o n e  e x p l i c i t  e x a mp l e  o f  t h i s  phenomenon h e  w r o t e  d o wn ,

and t o  wh i c h  c u r r e n t  t e x t s  s t i l l  r e f e r ,  i s  i n c o r r e c t .

What  B a e r  w r o t e  was  b a s e d  o n  t h e  f o l l o w i n g  c r i t e r i o n

o f  h i s .  A  fi n i t e l y  g e n e r a t e d  a b e l i a n  g r o u p  D  o f  e x p o n e n t  m

i s  t h e  c e n t r a l  f a c t o r  g r o u p  o f  s ome o t h e r  g r o u p  i f  a n d  o n l y  i f  D

c o n t a i n s  a  d i r e c t  p r o d u c t  o f  t wo  c y c l i c  g r o u p s  o f  o r d e r  m  .

e f f e c t ,  h e  a s k e d :  i f  A  i s  a  fi n i t e  n i l p o t e n t  g r o u p  o f  c l a s s  2

and D  a n  a b e l i a n  s u b g r o u p  o f  A u t  A  i n c l u d i n g  a l l  i n n e ; -

au t omorph is ms  a n d  a c t i n g  t r i v i a l l y  o n  t h e  c e n t r e  Z  o f  A  ,  wh y

s h o u l d  D  h a v e  t o  p a s s  t h i s  t e s t ?  O n c e  A  a n d  D  a r e  c h o s e n

so a s  t o  f a i l  i t ,  t h e  i n c l u s i o n  o f  C  =  D / I n n  A  i n  O u t  A  c a n n o t

be r e a l i z e d  b y  a n y  e x t e n s i o n  B  :  f o r ,  t h e  c e n t r e  o f  s u c h  a  B

wo u l d  h a v e  t o  b e  Z  ,  a n d  o n e  wo u l d  h a v e  t o  h a v e  B / Z ' . ,  D  .  F o r

i n s t a n c e ,  t a k e  A  t o  b e  t h e  g r o u p  d e fi n e d  o n  t h e  g e n e r a t o r s

a,  b ,  c  b y  t h e  r e l a t i o n s



The e r r o r  l i e s  i n  t h e  c l a i m  t h a t  t h i s  D  a c t s

2.

2 2  2
n n  n  n

= 1  ,  b a  =  a b  ,  c a  =  a c  ,  c b  =  aa =  b  =  c  b c

and l e t  D  b e  g e n e r a t e d  b y  I n n  A  a n d  t h e  a u t o mo r p h i s m a  w h i c h

maps a  t o  a  ,  b  t o  a b  ,  a n d  c  t o  c  .  T h e n  D  i s

a b e l i a n ,  o f  o r d e r  n 3 a n d  e x p o n e n t  n 2 ,  s o  we  h a v e  o u r  e x a mp l e .

t r i v i a l l y  o n  Z  :  c l e a r l y ,  a  m o v e s  b
n  .  I n d e e d ,  
t h e  
i n c l u s i o n
o f  C  i n  O u t  A  i s  r e a l i z e d  i n  t h e  e x t e n s i o n  B  o b t a i n e d  b y

a d j o i n i n g  t o  A  a n  e l e me n t  d  s u c h  t h a t  d n =  c  ,  d a  =  a d  ,  a n d

ha =  a b d  .  M o r e o v e r ,  a n  e a s y  a n s we r  t o  t h e  g e n e r a l  r h e t o r i c a l

q u e s t i o n  a b o v e  i s :  b e c a u s e  t h e  e x p o n e n t  o f  s u c h  a  D  m u s t  b e  t h e

same a s  t h e  e x p o n e n t  o f  I n n  A  .  [ I f  6  ( E  D )  m a p s  x  ( E  A )  t o
n

xzx  ( w i t h  z x  E  Z )  ,  t h e n  x
n  E  Z  
i m p l i e s  
z
x  
=  
1  
a n d  
h e n c
e

To c o r r e c t  t h e  e x a mp l e ,  c h a n g e  t h e  a c t i o n  o f  a  o n

c :  l e t  i t  map c  t o  c  .  T h e  r e q u i r e d  e x t e n s i o n  B  w o u l d

s t i l l  h a v e  t o  b e  g e n e r a t e d  b y  A  a n d  a n  e l e me n t  d  w h i c h  c o n j u g a t e s

A a c c o r d i n g  t o  a  ,  w i t h  d
n  a n  
e l e m e n t  
o f  
A  
fi x e d  
b y  
a  
a n
d

i n d u c i n g  t h e  i n n e r  a u t o mo r p h i s m a
n  .  T h e  
e l e m e n t s  
i n d u c i n g  
a
n

a r e  p r e c i s e l y  t h e  e l e me n t s  o f  t h e  c o s e t  o f  c  m o d u l o  Z  ,  b u t  n o w

none o f  t h e s e  i s  fi x e d  b y  a  :  s o  n o  s u c h  B  c a n  e x i s t .

Th i s  s eems  t o  b e  " t h e "  s i m p l e s t  e x a mp l e .  A s  i t  i s

a l s o  v e r y  c l o s e ,  i n  c o n s t r u c t i o n  i f  n o t  i n  j u s t i fi c a t i o n ,  t o  wh a t

Baer  w r o t e  d o wn ,  h e  p r e s u ma b l y  h a d  h a d  i t  i n  m i n d  a t  s ome s t a g e  p r i o r

t o  a c t u a l l y  w r i t i n g  t h e  p a p e r .



Fo r  t h e  r e a d e r  who  d o e s  n o t  w i s h  t o  d e l v e  i n t o

o b s t r u c t i o n  t h e o r y ,  i t  may  b e  w o r t h  e mp h a s i z i n g  t h a t  t h e

phenomenon d o e s  o c c u r  e v e n  w i t h  C  c y c l i c  ( t h o u g h  o f  c o u r s e

n o t  w i t h  C  i n fi n i t e  c y c l i c ) .  A n o t h e r  s i m p l e  e x a mp l e ,  p r o v e d

l i k e  t h e  o n e  a b o v e ,  s h o ws  t h a t  o n e  c a n  e v e n  k e e p  b o t h  C  a n d

Z t o  o r d e r  2  :  t a k e  A  a s  t h e  g r o u p  d e fi n e d  o n  a ,  b ,  c

by  a 16 =  b 2 =  c 2 =  1  ,  b a  =  a - 1  9b ,  c a  =  a c  ,  c b  =  b c  ,

and l e t  a  m a p  a  t o  a 3 b  t o  b  ,  a n d  c  t o  a 8c
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