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1.  I n  1 9 5 7  a n d  1 9 5 8  G r a h a m  H i g m a n  [ 3 ]  a n d  G u i d o  Z a p p a  [ 1 2 ] ,  [ 0 1  p u b l i s h e d

i n d e p e n d e n t  p r o o f s  o f  t h e  r e s u l t  t h a t  i f  a  fi n i t e  s o l u b l e  g r o u p  h a s  a  fi x e d - p o i n t -

f r e e  a u t o m o r p h i s m  o f  p r i m e  o r d e r  t h a n  t h e  g r o u p  i s  n i l p o t e n t .  T h i s  s eem s  t o  h a v e

b e e n  f o l k l o r e  f o r  s o m e  t i m e  b y  t h e n  ( H u p p e r t  a n d  W i e l a n d t  [ 5 ]  a t t r i b u t e d  i t  t o

W i t t ;  s e e  a l s o  t h e  fi r s t  p a r a g r a p h  i n  Z a p p a  [ I A ) ,  b u t  i t  w a s  a t t r a c t i n g  a t t e n -

t i o n  a g a i n .  T h e  t h e s i s  o f  T h o m p s o n  ( s e e  [ 1 0 ] )  c r e a t e d  a  s e n s a t i o n  b y  s h o w i n g  t h a t

t h e  r e s u l t  h o l d s  e v e n  i f  s o l u b i l i t y  i s  n o t  a s s u m e d .  H i g m a n  [ 3 ]  r e l a x e d  fi n i t e n e s s

i n s t e a d :  h e  p r o v e d  t h a t  t h e r e  i s  a  f u n c t i o n  k  s u c h  t h a t  e a c h  l o c a l l y  n i l p o t e n t

g r o u p  w i t h  a  fi x e d - p o i n t - f r e e  a u t o m o t p h i s m  o f  p r i m e  o r d e r  p  i s  n i l p o t e n t  o f  c l a s s

a t  m o s t  k ( p ) .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  a  f r e e  g r o u p  o f  r a n k  p  h a s  fi x e d - p o i n t - f r e e

a u t o m o r p h i s m s  o f  o r d e r  p  ( a n y  a u t o m o r p h i s m  w h i c h  p e r m u t e s  s o m e  f r e e  g e n e r a t i n g

s e t  c y c l i c a l l y ) ,  s o  o n e  c a n n o t  o m i t  b o t h  s o l u b i l i t y  a n d  fi n i t e n e s s .  I n d e e d ,  t h e

i n fi n i t e  d i h e d r a l  g r o u p  h a s  a  fi x e d , p o i n t - f r e e  a u t o m o r p h i s m  o f  o r d e r  2 ,  s o  s o l u -

b i l i t y  w i t h o u t  s o m e  s u i t a b l e  fi n i t e n e s s  c o n d i t i o n  i s  s t i l l  n o t  e n o u g h  f o r  n i l p o -

t e n c e .

I n  1 9 5 8 ,  Z a p p a  [ 1 3 ]  p r o p o s e d  a n o t h e r  w a y  t o  a v o i d  t h e  a s s u m p t i o n  o f  fi n i t e -

n e s s .  I t  i s  v e r y  e a s y  t o  s e e  t h a t  a n  a u t o m o r p h i s m  o  i s  fi x e d - p o i n t - f r e e  i f  a n d

o n l y  i f  t h e  m a p  X  x - 1 x a  i s  o n e - t o - o n e .  A  m ap  o f  a  fi n i t e  s e t  t o  i t s e l f  i s

o n e - t o - o n e  i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  o n t o .  W i t h  t h i s  i n  m i n d ,  Z a p p a  c a l l e d  a n  a u t o m o r -

p h i s m  o  o f  a  g r o u p  G  u n i f o r m  i f  t o  e a c h  e l e m e n t  g  o f  G  t h e r e  i s  a n  x  i n
- 1  a

G s u c h  t h a t  x  x  =  g  .  T o  t h i s  d a y ,  n o - o n e  s e e m s  t o  h a v e  f o u n d  a  n o n n i l p o t e n t

g r o u p  w i t h  a  u n i f o r m  a u t o m o r p h i s m  o f  p r i m e  o r d e r .  Z a p p a  h i m s e l f  p r o v e d  i n  [ 1 3 ]

t h a t  a l l  p o l y c y c l i c  g r o u p s  w h i c h  h a v e  s u c h  a u t o m o r p h i s m s  m u s t  b e  n i l p o t e n t .  I n

1960 ,  C u r z i o  [ 1 ]  g a v e  a  s e r i e s  o f  s i m i l a r  t h e o r e m s .  I n  m y  1 9 6 1  t h e s i s  L 8
.
1  ,  Ie x t e n d e d  t h e i r  r e s u l t s  b y  p r o v i n g  t h a t  a  g r o u p  w i t h  a  u n i f o r m  a u t o m o r p h i s m  o f  p r
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me o r d e r  m u s t  b e  n i l p o t e n t  i f  r e s i d u a l l y  i t  i s  fi n i t e l y  g e n e ra t e d  s o l u b l e ,  o r  s o -

l u b l e  w i t h  minimum c o n d i t i o n  f o r  s u b g ro u p s ,  o r  l o c a l l y  n o rm a l .  Ho we v e r,  t h e s e  w e re

s t i l l  as s umpt i ons  i n v o l v i n g  fi n i t e n e s s  c o n d i t i o n s  w h i c h  I  t h o u g h t  unnec es s a ry :  t h e

theorem I  r e a l l y  wan ted  t o  p ro v e
.  t h e n  h a d  
e l u d e d  
m e  
u n i t i l  
r e c e n t l
y .

Rec a l l  t h a t  ( i n  t h e  t e rm i n o l o g y  o f  K u ro s h  [ 9 ] )  a n  S I * -g ro u p  i s  a  g ro u p  h a v i n g

an a s c e n d i n g  i n v a r i a n t  c h a i n  w i t h  a b e l i a n  q u o t i e n s :  t h a t  i s ,  a  g ro u p  a l l  o f  whos e

n o n t r i v i a l  q u o t i e n t s  have n o n t r i v i a l  a b e l i a n  n o rm a l  s u b g ro u p s .

Theorem 1 .  E v e r y  l o c a l l y  r e s i d u a l l y  S I * -g ro u p  wh i c h  a d m i t s  a  u n i f o rm .a u tOm o rp h i s m

o f  p r i m e  o r d e r  m u s t  b e  n i l p o t e n t .

Th i s  v i n d i c a t e s  Za p p a 's  a p p ro a c h  b y  s howi ng  t h a t  a  v e ry  weak  s o l u b i l i t y  c o n -

d i t i o n  ( s a t i s fi e d  e v e n  b y  t h e  f r e e  g ro u p s ),  w i t h o u t  a n y  k i n d  o f  fi n i t e n e s s  c o n d i -

t i o n ,  i s  s u f fi c i e n t  f o r  t h e  n i l p o t e n c e  o f  g ro u p s  w i t h  u n i f o rm  automorphi s ms  o f

pri me o r d e r .  A s  we h a v e  s e e n ,  fi x e d - p o i n t - f r e e  au tom orph i s m s  o f  p r i m e  o r d e r  d o

no t  r e s t r i c t  g ro u p  S t r u c t u r e  i n  t h e  same. way .

I n  v i e w  o f  Hi gMan 'S  t h e o re m  q u o t e d  a b o v e ,  o n e  may  a l s o  w a n t  t o  c ompare n i l -

p o t e n t  g ro u p s  w i t h  u n i f o rm  automorphi s ms  o f  o r d e r  p  a n d  n i l p o t e n t  g ro u p s  w i t h  fi x -

e d - p o i n t - f r e e  automorph i s ms  o f  o r d e r  p .  F o r  ex am p l e ,  d o  t h e  f o r m e r  a l s o  hav e  t h e i r

n i l p o t e n c y  c l a s s  bounded b y  k ( p ) ?  T h e  a n s we r l i e s  i n  c o n s i d e r i n g  n i l p o t e n t  g ro u p s

G w i t h  a n  au tomorph i s m a  o f  o r d e r  p  s u c h  t h a t  a  i s  b o t h  fi x e d - p o i n t - f r e e  a n d

u n i f o rm .  B y  Hi gm an 's  t h e o re m ,  t h e  c l a s s  o f  s u c h  a  G i s  a t  m os t  k ( p ) .  I f  H  i s  a n

a -adm i s s i b l e  s u b g ro u p  o f  G,  t h e n  t h e  r e s t r i c t i o n  a +  H i s  o b v i o u s l y  a  fi x e d - p o i n t -

f re e  au tom orph i s m  o f  H .  I f  N  i s  a n  a - a d m i s s i b l e  n o rm a l  s u b g ro u p  o f  G,  t h e n  t h e

automorphi s m i n d u c e d  b y  a  o n  C / N  (w h i c h  we s h a l l  d e n o t e  b y  a / N )  i s  o b v i o u s l y

u n i f o rm .

Theorem 2 .  A l l  n i l p o t e n t  g ro u p s  w i t h  fi x e d - p o i n t - f r e e  au tom orph i s m s  o f  o r d e r  p

oc c ur a s  a d m i s s i b l e  s u g ro u p s  H  i n  s u c h  G ,  t h e  r e l e v a n t  au tomorph i s m o f  H  b e i n g

O 4' H .  A l l  n i l p o t e n t  g ro u p s  w i t h  u n i f o rm  automorph i s ms  o f  o r d e r  p  o c c u r  a s  a d m i s -

s i b l e  q u o t i e n t s  G/N (e v e n  w i t h  c e n t r a l  N ) o f  s u c h  G,  t h e  r e l e v a n t  au tomorph i s m o f

C/N b e i n g  a / N .

I t  i s  a  w e l l  k nown a n d  a l m o s t  t r i v i a l  o b s e rv a t i o n  t h a t  e v e ry  n i l p o t e n t  group w i t h a

fi x e d - p o i n t - f r e e  a u to m o rp h i s m  o f  o r d e r  p  i s  p - t o r s i o n f r e e  ( t h a t  i s ,  h a s  n o  e l e m e n t

o f  o r d e r  p ) .  We s h a l l  s e e  t h a t  e v e ry  n i l p o t e n t  g ro u p  w i t h  a  u n i f o rm  automorph i s m

o f  o r d e r  p  i s  p - ra d i c a b l e  ( t h a t  i s ,  a  g r o u p  i n  w h i c h  e a c h  e l e m e n t  has  _a p t h

r o o t ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  S y l o w p -s u b g ro u P  o f  s u c h  a  g ro u p  i s  c e n t r a l .
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2.  T o  e x p l a i n  w h a t  w a s  m i s s i n g  f r o m  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  1  u n t i l  r e c e n t l y ,

l e t  u s  s a y  t h a t  a n  a u t o m o r p h i s m  a  o f  a  g r o u p  G  i s  p - s p l i t t i n g  i f

a
P
-
1

0 0  2
o =  1  ,  a n d  g  g  g  g = 1  f o r  a l l  g  i n  G .
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W hat  m a k e s  p - s p l i t t i n g  a u t o m o r p h i s m s  r e l e v a n t  h e r e  i s  t h a t  e v e r y  u n i f o r m  a u t o m o r -

p h i s m  o f  o r d e r  p  i s  o b v i o u s l y  p - s p l i t t i n g .  M o r e o v e r ,  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  a  p - s p l i t -

t i n g  a u t o m o r p h i s m  t o  a n  a d m i s s i b l e  s u b g r o u p  i s  p - s p l i t t i n g ,  b u t  r e s t r i c t i o n s  o f

u n i f o r m  a u t o m o r p h i s m s  n e e d  n o t  b e  u n i f o r m .  S p l i t t i n g  a u t o m o r p h i s m s  h a v e  a l s o  o c c u r e d

i n  t h e  c o n t e x t  o f  what  b e c a m e  k n o w n  a s  t h e  H u g h e s  p r o b l e m  o r  t h e  H  - p r o b l e m .  B u i l -

d i n g  o n  T h o m p s o n ' s  [ 1 0 ]  a n d  o n  a  p a p e r  [ 4 ]  o f  H u g h e s  a n d  T h o m p s o n ,  K e g e l  [ 6 ]  p r o v e d

t h a t  i f  a  fi n i t e  g r o u p  h a s  a  p - s p l i t t i n g  a u t o m o r p h i s m  t h e n  i t  m u s t  b e  n i l p o t e n t .

I  a l s o  p r o v e d  t h i s  i n  [ 8 ]  ( u s i n g  [ 1 0 ] b u t  i n d e p e n d e n t l y  o f  [ 4 ]  a n d  [ 6 ] ) .  A n o t h e r

k e y  r e u l t  i n  [ 8 ]  w a s  T h e o r e m  6 . 1 . 2 :  i f  a  l o c a l l y  S I * - g r o u p  G  h a s  a  p - s p l i t t i n g

a u t o m o r p h i s m ,  t h e n  G  h a s  a  n o r m a l  S y l o w  p - s u b g r o u p  P  ,  a n d  G / P  i s  n i l p o t e n t

o f  c l a s s  a t  m o s t  k ( p )  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  i f  t h e  p - s p l i t t i n g  a u t o m o r p h i s m

o f  G  i s  i n  f a c t  u n i f o r m ,  t h e n  s o  i s  i t s  r e s t r i c t i o n  t o  P  .  B e i n g  a  l o c a l l y

S I *  p - g r o u p ,  P  i s  o f  c o u r s e  l o c a l l y  n i l p o t e n t  [ b e c a u s e  a n y  fi n i t e l y  g e n e r a t e d

s u b g r o u p  o f  P  i s  fi n i t e ,  a s  a  r o u t i n e  i n d u c t i o n  o n  t h e  S I * - l e n g t h  o f  t h a t  s u b -

g r o u p  s h o w s ] .  T h e  t r o u b l e  w a s  t h a t  I  c o u l d  s a y  n o t h i n g  m o r e  a b o u t  P  .  T h i s

d e a d l o c k  w a s  b r o k e n  b y  a  r e c e n t  t h e o r e m  o f  K h u k h r o  [ 7 ] .

K h u k h r o ' s  T h e o r e m .  T h e r e  i s  a  f u n c t i o n  f  s u c h  t h a t  a l l  d - g e n e r a t o r  n i l -

p o t e n t  g r o u p s  w i t h  p - s p l i t t i n g  a u t o m o r p h i s m s  h a v e  n i l p o t e n c y  c l a s s  a t  m o s t  f ( d , p ) .

T h i s  i s  a  v e r y  d e e p  t h e o r e m .  ( F o r  e x a m p l e ,  s i n c e  t h e  i d e n t i t y  a u t o m o r p h i s m

o f  a  g r o u p  o f  e x p o n e n t  p  i s  p - s p l i t t i n g ,  i t  i n c l u d e s  K o s t r i k i n ' s  c e l e b r a t e d

t h e r e m  o n  t h e  R e s t r i c t e d  B u r n s i d e  P r o b l e m ) .  I t  e n a b l e d  m e t o  d e d u c e  f r o m  T h e o r e m

6 . 1 . 2 .  o f  [ 8 ]  a  s l i g h t l y  w e a k e r  v e r s i o n  o f  T h e o r e m  1 ,  n a m l e y  o n e  i n  w h i c h  t h e

l o c a l l y  r e s i d u a l l y  S I *  a s s u m p t i o n  w a s  s t r e n g t h e n e d  t o  r e s i d u a l l y  l o c a l l y  S I *  .

T h i s  p a p e r  w a s  w r i t t e n  w h i l e  I  e n j o y e d  t h e  h o s p i t a l i t y  o f  t h e  I s t i t u t o
.

M a t e m a t i c o  " U l i s s e  D i n i "  a t  F i r e n z e .  I n  a  d i s c u s s i o n  t h e r e ,  D r .  J . S .  W i l s o n  a n d

, I  o b s e r v e d  t h a t  K h u k h r o ' s  T h e o r e m  a l s o  a l l o w s  o n e  t o  s t r e n g t h e n  T h e o r e m  6 . 1 . 2

t o  t h e  f o l l o w i n g .

T heor em  3 .  E v e r y  -
l o c a l l y  
r e s i d u a l l
y  S I * -
g r o u p  
w i
t h  
a  
p -
s p l i
t t i n
g  
a u t
o m o
r p h
i s m

i s  l o c a l l y  n i l p o t e n t ,  a n d  t h e  q u o t i e n t  m o d u l o  i t s  S y l o w  p - s u b g r o u p  i s  n i l p o t e n t  o f
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c l a s s  a t  m o s t  k ( p )

T he p r e s e n t  s t r o n g  f o r m  o f  T h e o r e m  1  m a k e s  u s e  o f  t h i s  i n s t e a d .

T he p r o o f  o f  T h o r e m  3  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .  T h e  p e n u l t i m a t e

s e c t i o n  w i l l  t h e n  b e  d e v o t e d  t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  1 ,  a n d  t h e  l a s t  s e c t i o n  w i l l

c o n t a i n  a  s k e t c h  o f  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  2 .

3.  F o r  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  3 ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  w o r k  w i t h  a  s p e c i e s  o f

( u n i v e r s a l )  a l g e b r a s  o t h e r  t h a n  g r o u p s :  n a m e l y ,  w i t h  g r o u p s  w h i c h  h a v e  a n  e x t r a

u n a r y  o p e r a t i o n  a n d  a r e  s u b j e c t  t o  e x t r a  a x i o m s  w h i c h  e n s u r e  t h a t  t h e  e x t r a  o p e r a -

t i o n  i s  a  p - s p l i t t i n g  g r o u p  a u t o m o r p h i s m .  K h u k h r o ' s  T h e o r e m  m e a n s  t h a t  i s  t h i s  v a -

r i e t y  o f  a l g e b r a s  t h e  l o c a l l y  n i l p o t e n t  a l g e b r a s  f o r m  a  s u b v a r i e t y :  c a l l  t h a t  X

As f o r  a n y  v a r i e t y ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  i f  a n  a l g e b r a  i s  r e s i d U a l l y  o r  l o c a l l y  i n  X

t h e n  i t  b e l o n g s  t o  X .  F o r  t h e  fi r s t  s t a t e m e n t  o f  T h e o r e m  3 ,  i t  t h e r e f o r e  s u f fi c e s

t o  p r o v e  t h e  n i l p o t e n c e  o f  a  fi n i t e l y  g e n e r a t e d  -  s a y ,  a  d - g e n e r a t o r  -  S I * - g r o u p  G

w i t h  a  p - s p l i t t i n g  a u t o m o r p h i s m .  L e t  X  b e  t h e  s m a l l e s t  a d m i s s i b l e  n o r m a l  s u b g r o u p . ,

o f  G  s u c h  t h a t  G / X  l i e s  i n  X .  B y  K h u k h r o ' s  T h e o r e m ,  C / X  i s  t h e n  n i l p o t e n t  o f  c l a s s

a t  m o s t  f ( d , p )  ,  a n d  t h e  l o w e r  c e n t r a l  s e r i e s  o f  G  t e r m i n a t e s  i n  X  .  T h u s  X

i s  t h e  n o r m a l  c l o s u r e  o f  t h e  l e f t - n o r m e d  c o m m u t a t o r s  o f  w e i g h t  1 +  f ( d , p )  w i t h

e n t r i e s  f r o m  a  g i v e n  fi n i t e  g e n e r a t i n g  s e t  o f  G .  I f  X  i  1 ,  l e t  M  b e  m a x i m a l

am ong t h e  a d m i s s i b l e  n o r m a l  s u b g r o u p s  o f  G  n o t  c o n t a i n i n g  X ;  t h e n  M X / M  i s  a

m i n i m a l  n o r m a l  a d m i s s i b l e  s u b g r o u p  i n  t h e  S I * - g r o u p  G / M ,  s o  M X / M  i s  a b e l i a n ,

a n d  G / M  i s  a  fi n i t e l y  g e n e r a t e d  a b e l i a n - b y - n i l p o t e n t  g r o u p  w i t h  a  p - s p l i t t i n g

a u t o m o r p h i s m .  B y  a  w e l l  k n o w n  t h e o r e m  o f  P . H a l l  [ 2 ] ,  G / M  i s  r e s i d u a l l y  fi n i t e ;

h e n c e  b y  t h e  t h e o r e m  o f  K e g e l  [ 6 ]  ( o r  b y  T h e o r e m  7 . 1 . 6  o f  [ 8 ] ) ,  G / M  i s  r e s i d u a l -

l y  n i l p o t e n t ;  a n d  t h e n  b y  K h u k h r o ' s  T h e o r e m  G / M  i s  n i l p o t e n t  [ o f  c l a s s  a t  m o s t

f ( d , p ) ]  .  T h u s  i n  f a c t  X = 1 ,  a n d  G  i s  n i l p o t e n t  a s  r e q u i r e d .

F o r  t h e  s e c o n d  s t a t e m e n t  o f  T h e o r e m  3 ,  n o t e  t h a t  t h e  q u o t i e n t  o f  a  l o c a l l y

n i l p o t e n t  g r o u p  m o d u l o  i t s  S y l o w  p - s u b g r o u p  i s  p - t o r s i o n f r e e ,  a n d  t h a t  a  p - s p l i t t -

i n g  a u t o m o r p h i s m  o f  a  p - t o r s i o n f r e e  g r o u p  i s  a l w a y s  fi x e d - p o i n t - f r e e :  s o  t h e  t h e o

r em  o f  H i g m a n  [ 3 ]  w h i c h  w e  h a v e  q u o t e d  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .

4.  M y  t h e s i s  [ B ]  c o n t a i n e d  a  n u m b e r  o f  r e s u l t s  w h i c h  h a d  a r i s e n  i n  d i s c u s -

s i o n s  I  h a d  h a d  w i t h  b r .  I . D . M a c d o n a l d .  O n e  o f  t h e s e  w a s  Lem m a 3 . 4 . 2 ,  o f  w h i c h  w e

s h a l l  n e e d  t h e  f o l l o w i n g  v a r i a n t .

Lemma.  L e t  H  b e  a  n i l p o t e n t  g r o u p  g e n e r a t e d  b y  t w o  i n fi n i t e  s e q u e n c e s
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x6 = x  x  a n d f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  i  .
i + 1  i + 1  i  Y
i + 1  
-

T he H  i s  p - r a d i c a b l e .

P r o o f .  S u p p o s e  a t  fi r s t  t h a t  H  i s  a c t u a l l y  a b e l i a n .  T h e n  H - 1  i s  s u r -

j e c t i v e  a n d o m o r p h i s m  o f  H  .  F u r t h e r ,  i n  t h e  e n d o m o r p h i s m  r i n g  o f  H  o n e  h a s  t h a t

p ( 1  - H )

(6 -  1 )
P
-
-

1 p - 1  i  p - ip
.
E  
k
j
i  
(
-
1
)

1= 1 1

h  H- h
p  
m u
s t  
a
l
s
o  
b
e  
s
u
r
j
e
c
t
i
v
e
:  
t
h
a
t  
i
s
,  
H  
i
s  
p
-
r
a
d
i
c
a
b
l
e
.

when  p  -  2

when  p  >  2

w h e r e  k
i  
d e n
o t e
s  
t
h
e  
i n
t e
g e
r  
d
e
fi
n
e
d  
b
y  
k
i  
=  
(
p  
-  
1
)
1
/
i
!  
(
p  
-  
i
)
!  
(
e
x
p
l
o
i
t
i
n
g

t h e  f a c t  t h a t  t h e  r e l e v a n t  b i n o m i a l  c o e f fi c i e n t s  a r e  a l l  d i v i s i b l e  b y  p ) .

T h i s  s h o w s  t h a t  i n  e i t h e r  c a s e  ( H  -  1 )
P  i s  t h e  
c o m p o s i t e  
o f  
h  h
P  
a n d  
o f

a n o t h e r  e n d o r m o r p h i s m  o f  H  .  S i n c e  ( H  -  1 )
P  i s  s u r j e c t i v e ,  
i t  
f o l l o w s  
t h a tI n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h i s  fi r s t  s t e p  s h o w s  t h a t  t h e  f a c t o r  g r o u p  H / H  o f

H o v e r  t h e  c o m m u t a t o r  s u b g r o u p  H '  i s  p - r a d i c a b l e ,  a n d  f r o m  t h i s  t h e  p - r a d i c a -

b i l i t y  o f  H  f o l l o w s  b y  a  s t a n d a r d  r e s u l t  ( T h e o r e m  4 . 6  i n  W a r fi e l d  1 1 1 1 ) .

We a r e  n o w  r e a d y  t o  p r o v e  T h e o r e m  1 .  C o n s i d e r  a  l o c a l l y  r e s i d u a l l y  S I * - g r o u p

G w i t h  a  u n i f o r m  a u t O m o r p h i s m  a  o f  p r i m e  o r d e r  p  .  T h e n  a  i s  p - s p l i t t i n g ,

s o T h e o r e m  3  g i v e s  t h a t  G  i s  l o c a l l y  n i l p o t e n t ,  t h e  e l e m e n t s  o f  p - p o w e r  o r d e r  i n

G f o r m  a  n o r m a l  s u b g r o u p  P  ,  a n d  G / P  i s  n i l p o t e n t  o f  c l a s s  a t  m o s t  k ( p )

L e t  x 1 b e  a n y  e l e m e n t  o f  P  a n d  y 1 a n y  e l e m e n t  o f  G  .  S i n c e  a  i s

u n i f o r m ,  o n e  c a n  c h o o s e  t w o  i n fi n i t e  s e q u e n c e s

a n d

o f  e l e m e n t s  o f  O  i n d u c t i v e l y  s o  t h a t

Y1 Y 2
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For e a c h  s uc h  i  ,  l e t  H
i  b e  t h e  
s m a l l e s t  
a -
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t
o  
c o n
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n
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t h a t
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a
x =  x  x  a n d  y a -i-1-1 i  -

1 . +
1

p-1 p - 1o a  o  a
H =  <  x  , x  . . . . .  X 1  3
7
. ' 3
7  . . . . .  r Y

i  i  i  i

xa ,  la ,  a
= )  6  <  X , x  , x i - j

a a  ,
= < x
a '  
x

i  i - 1 '
. . .
'
x
i -
/
j

<x
i 
'
x
2  
•  
•  
•  
'
Y
c
Y
2  
•  
•  
•  
=

f o r  eac h  p o s i t i v e  i n t e g e r  i

S ince H  i s  a -a d m i s s i b l e  a n d  c o n t a i n s  x
i  a n d  y
i  ,  i t  
c o n t a i n s  H
i
:  s o

the  H  f o r m  a n  as c end i ng  c h a i n  o f  s ubg roups .  L e t  H  d e n o t e  t h e  u n i o n  o f  t h e

Nex t we c l a i m  t h a t  i f  i  >  j  >  1  t h e n

ai
O  x y €  , y .  , . - - , Y .  . >  -x

i  
e  
i
_
j
>  
a
n
d

i  1 - 1  1 - J

Th i s  c l e a r l y  h o l d s  when j  =  w h i l e  i f  i n  f a c t  i  >  1 j  t h e n  i t  i m p l i e s

<, x  , . . . , x
i  , x
i
_
( j + 1 )  
> •
i  i-1

so t h e  c l a i m  f o l l o w s  b y  i n d u c t i o n  o n  j  .  T h e  p o i n t  o f  i t  i s  t h a t  t h e r e f o r e

H
i  
<
:
x
.
,
x
.  
x

1 1 - 1  ,  >

whenev er i  >  p  ,  w h e n c e  >  c o n t a i n s  a l l  t h e  H
i  a n dso c o n t a i n s  H  .  T h e  c o n v e rs e  o f  t h e  l a s t  i n c l u s i o n  i s  o b v i o u s ,  s o  w4  hav e

t h a t

Rec a l l  t h a t  C  i s  l o c a l l y  n i l p o t e n t ,  t h u s  b y  K h u k h ro 's  Theorem eac h  H  i s

n i l p o t e n t  o f  c l a s s  a t  m os t  f ( 2 p ,  p )  a n d  t h e r e f o r e  s o  i s  H  B y  t h e  Lemma

(a p p l i e d  w i t h  =  c H  ) ,  H  i s  p - ra d i c a b l e .  A  we l l -k n o wn  t h e o re m  o f  & r n i k o v

(Theorem 4 . 1 2  i n  W a rfi e l d  [ 1 1 ] )  s a y s  t h a t  i n  a  ra d i c a b l e  n i l p o t e n t  g ro u p  t h e

t o rs i o n  s u b g ro u p  i s  c e n t r a l .  B y  t h e  same a rg u m e n t ,  i n  a  p - ra d i c a b l e  n i l p o t e n t

group a l l  e l e m e n ts  o f  p -p o w e r o r d e r  a r e  c e n t r a l .  Th u s  x 1 i s  c e n t r a l  i n  H  .  W e

c onc l ude t h a t  t h e  a r b i t r a r y  e l e m e n t  x 1 o f  P  c o m m u t e s  w i t h  t h e  a r b i t r a r y

In all
superscripts
on this page,
replace
i  by  j
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T h i s  a r g u m e n t  h a s  i n c i d e n t a l l y  a l s o  e s t a b l i s h e d  t h a t  G  i s  p - r a d i c a b l e  a n d

i t s  S y l o w  p - s u b g r o u p  i s  c e n t r a l .

5.  T h e  fi r s t  h a l f  o f  T h e o r e m  2  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  T h e o r e m  5 . 2 . 1  o f  [ 8 ] .

F r om  i t s  p r o o f ,  w e  s h a l l  n e e d  ( s p e c i a l  c a s e s  o f )  t w o  s t e p s .  B y  Lem m a 5 . 1 . 1  o f  [ 8 ] ,

a fi x e d - p o i n t - f r e e  a u t o m o r p h i s m  o f  p r i m e  o r d e r  p  o f  a  n i l p o t e n t  g r o u p  i s

a l w a y s  p - s p l i t t i n g .  B y  Lem m a 5 . 1 . 3  o f  [
B ] ,  a  p - s p l i t t i n g  
a u t o m o r p h i s m  
o f  
a  
p - r a -

d i c a b l e  n i l p o t e n t  g r o u p  i s  a l w a y s  u n i f o r m .

(T he d e d u c t i o n  o f  t h e  fi r s t  h a l f  o f  T h e o r e m  2  f r o m  t h e s e  s t e p s  m a y  b e

s k e t c h e d  a s  f o l l o w s .  I f  H  i s  a  n i l p o t e n t  g r o u p  w i t h  a  fi x e d - p o i n t - f r e e  a u t o m o r -

p h i s m  $  o f  p r i m e  o r d e r ,  t h e n  H  i s  p - t o r s i o n f r e e .  L i k e  e a c h  p - t o r s i o n f r e e

n i l p o t e n t  g r o u p ,  H  c a n  b e  e m b e d d e d  i n  a  c e r t a i n  p - r a d i c a b l e  n i l p o t e n t  g r o u p

G w h i c h  o n e  m i g h t  c a l l  t h e  M a l ' c e v  p - c o m p l e t i o n  ( o r  t h e  p ' - l o c a l i z a t i o n )  o f  H  .

T h i s  G  i s  d e t e r m i n e d  b y  H  u p  t o  i s o m o r p h i s m ,  a n d  e a c h  a u t o m o r p h i s m  o f  H

e x t e n d s  u n i q u e l y  t o  a n  a u t o m o r p h i s m  o f  G  I n  p a r t i c u l a r ,  G  h a s  a n  a u t o m o r p h i s m

a o f  o r d e r  p  s u c h  t h a t  o 4
,
1 . 1  =  S  .  
E a c h  
n o n t r i v i a l  
e l e m e n
t  
o f  
G  
h a
s  
a  
n o n t
r i -

v i a l  p o w e r  i n  H ,  s o  a  m u s t  b e  fi x e d - p o i n t - f r e e .  T h e  t w o  s t e p s  q u o t e d  t h e n  s h o w

t h a t  a  i s  a l s o  u n i f o r m . )

F o r  a  s k e t c h  o f  t h e  p r o o f  o f  t h e  s e c o n d  h a l f  o f  T h e o r e m  2 ,  l e t  G  b e  a

n i l p o t e n t  g r o u p ,  s a y ,  o f  c l a s s  c  ,  w i t h  a  u n i f o r m  a u t o m o r p h i s m  a  o f  o r d e r  p .

L e t  X  b e  a n y  g e n e r a t i n g  s e t  o f  G  .  T a k e  a  f a m i l y  o f  c o p i e s  o f  t h e  a d d i t i v e

g r o u p  M  [ 1 / p i  o f  t h e  r i n g  M  L l / p 1  g e n e r a t e d  b y  t h e  r e c i p r o c a l  o f  p  ,  t h e

f a m i l y  b e i n g  i n d e x e d  b y  t h e  c a r t e s i a n  p r o d u c t  o f  X  a n d  f 0 , 1 ,  ,  p - 1 1

a n d  a  c o r r e s p o n d i n g  f a m i l y  o f  h o m o m o r p h i s m s  o f  t h e s e  g r o u p s  i n t o  G  s o  t h a t  t h e

i m a g e  o f  t h e  h o m o m o r p h i s m  w i t h  i n d e x  ( x , j )  ,  c o n t a i n s  x a
j  .  T h i s  c a n  b e  
d o n eb e c a u s e  G  i s  p - r a d i c a b l e .  F o r m  t h e  f r e e  p r o d u c t  F  o f  t h i s  f a m i l y  o f  g r o u p s

a n d  t h e  h o m o m o r p h i s m  q :  F  G  d e t e r m i n e d  b y  t h i s  f a m i l y  o f  h o m o m o r p h i s m s

t h e n  q  i s  s u r j e c t i v e .  M o r e o v e r ,  F  h a s  a n  a u t o m o r p h i s m  T  o f  o r d e r  p  w h i c h ,

f o r  e a c h  x  i n  X  ,  p e r m u t e s  c y c l i c a l l y  t h e  f r e e  f a c t o r s  i n d e x e d  b y  ( x ,  0 ) ,

( x ,  1 ) ,  ( x ,  p - 1 ) ,  a n d  i s  s u c h  t h a t  i f 0  =  O a .  L e t  A  b e  t h e  l a r g e s t

,
l
u
o
t
i
e
n
t  
o
f  
F  
w
h
i
c
h  
i
s  
n
i
l
p
o
t
e
n
t  
o
f  
c
l
a
s
s  
c  
:  
t
h
e
n  
T  
i
n
d
u
c
e
s  
a
n  
a
u
t
o
m
o
r
p
h
i
s
m

it o f  o r d e r  p  o n  A  ,  a n d  0  f a c t o r s  t h r o u g h  a  h o m o m o r p h i s m  y  o f  A  o n t o
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G s u c h  t h a t  r y  =  y e  .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  k e r n e l  C  o f  y  i s  a d m i s s i b l e  u n d e r

IT

Sinc e t h e  f r e e  f a c t o r s  o f  F  a r e  l o c a l l y  c y c l i c ,  F  i s  l o c a l l y  f r e e .  I n •
n

a f r e e  g ro u p ,  i f  f  i s  a  p ro d u c t  o f  c ommuta to rs  o f  w e i g h t  c  +  1  t h e n  s o  i s  f

i t s e l f .  I t  f o l l o w s  t h a t  A  i s  t o r s i o n f r e e .  I n  a  p - t o r s i o n f r e e  n i l p o t e n t  g ro u p ,

x
P 
=  
y
P 
i
m
p
l
i
e
s  
x  
=  
y  
(
s
e
e  
T
h
e
o
r
e
m 
4
.
1
0  
i
n  
W
a
r
f
i
e
l
d  
[
1
1
]
)
,  
s
o  
t
h
e  
q
u
o
t
i
e
n
t  
m
o
d
u

l o  a  p - ra d i c a b l e  n o rm a l  s u b g ro u p  i s  p - t o r s i o n f r e e .  Th e  l a r g e s t  a b e l i a n  q u o t i e n t  o f

A i s  o b v i o u s l y  p - ra d i c a b l e ,  a n d  t h e r e f o r e  s o  i s  A  ( s e e  Theorem 4 . 6  i n  W a rfi e l d

[ 1 1 ] ) .  O f  c o u rs e  A / C  i s  i s o m o rp h i c  t o  G  ,  s o  t h e  S y l ow p -s u b g ro u p  B / C  o f

A/C i s  c e n t r a l  i n  A / C  .  T h u s  t h e  m u t u a l  c om m uta to r s u b g ro u p  [ A ,  13] i s  c o n -

t a i n e d  i n  C  ;  i t  i s  p - ra d i c a b l e  ( s e e  C o ro l l a ry -E x e rc i s e  4 . 1 5  i n  W a rfi e l d  [ 1 1 ] ) ,

and henc e  A / [ A ,  13] i s  p - t o r s i o n f r e e .  L e t  D / 1 A ,  B I  d e n o t e  t h e  u n i q u e  l a r g e s t

p - ra d i c a b l e  s u b g ro u p  o f  t h e  a b e l i a n  g ro u p  C / L A ,  B l  .  T h e n  B / D  i s  a b e l i a n ,

p - t o r s i o n f r e e ,  p - r a d i c a b l e ,  a n d  C / D  h a s  n o  n o n t r i v i a l  p - r a d i c a b l e  s u b g ro u p .

Of  c o u rs e  B , [ A ,  B ] ,  D  a l l  a d m i t  T r .  C o n s i d e r  t h e  au tom orph i s m  f f / D

i nduc ed o n  A / D  b y  Tr .  C l e a r l y ,  ( 7 / D )
P  =  1  .  L e t  
E / D  
d e n o t e  
t h e  
s u b g r o u
p

o f  A / O  c o n s i s t i n g  o f  t h e  fi x e d  p o i n t s  o f  1 T / D  .  I f  e  E  E  ,  t h e n  e
- l
e
1 .
6  D < C

so e C  i s  a .  fi x e d  p o i n t  o f  7 / C  ;  o n  t h e  o t h e r  h a n d  1 T/ C  i s  p - s p l i t t i n g

(because i t  c o rre s p o n d s  t o  o  u n d e r  t h e  i s om orph i s m  A / C  a  G i n d u c e d  b y  y )

and t h e r e f o r e  i t s  fi x e d  p o i n t s  h a v e  o r d e r  d i v i d i n g  p ;  s o  eC B / C  .  T h i s  p ro v e s

t h a t  E  <  B  I f  b  E  B  a n d  b
P
G  E  s o  ( b
P
)
7  E  
b
P  
m o d  
D  
,  
t h e n  
( b
- 1 1
b
7 r
)
P
E  
D

f o l l o ws  (b e c a s u e  B / D  i s  a b e l i a n ) ,  s o  b  E  b
7  m o d  D  ( b e c a u s e  
B / D  
i s  p -
t o r s i o n -

f re e ) :  t h a t  i s ,  b  E  E  .  T h u s  B / E  i s  p - t o r s i On f r e e ;  a s  S / D  i s  p - r a d i c a b l e ,

i t  f o l l o w s  t h a t  E / D  i s  p - r a d i c a b l e .

Suppose t h a t  E / D  >  1  :  w e  s h a l l  s how t h a t  t h i s  l e a d s  t o  a  c o n t ra d i c t i o n .

Since C / D  h a s  n o  n o n t r i v i a l  p - ra d i c a b l e  s u b g ro u p ,  n o w  E / D  C / D  ,  w h e n c e

EC/C >  1  ;  b e i n g  a  homomorphi c  i mage o f  t h e  p - ra d i c a b l e  E / D  ,  t h i s  E C / C  i s

p - ra d i c a b l e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  E C / C  c o n s i s t s  o f  fi x e d  p o i n t s  o f  t h e  p - s p l i t t i n g

automorphi s m T r / C  a n d  s o  m u s t  hav e  e x p o n e n t  d i v i d i n g  p  .  T h i s  i s  i m p o s s i b l e ,

so E / D  =  1  :  t h a t  i s ,  7 / D  i s  fi x e d - p o i n t - f r e e .

We hav e  re a c h e d  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  G  o c c u r s  a s  t h e  q u o t i e n t  ( A / D ) / ( C / D )

o f  a  p - ra d i c a b l e  n i l p o t e n t  g ro u p  A / D  w i t h  a  fi x e d - p o i n t - f r e e  a u to m o rp h i s m  I T / D

w i t h  C / D  c e n t r a l  i n  A / O  a n d  e  b e i n g  ( s / D ) / ( C / D )  .  A l l  t h a t  re m a i n s  t o  s e e
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i s  t h a t  1 T / D  i s  a l s o  u n i f o r m ,  b u t  t h a t  n o w  f o l l o w s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  t w o  s t e p s

q u o t e d  f r o m  [ 8 ]  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  s e c t i o n .
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