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Abs trac t

ON THE FIRST COHOMOLOGY OF A FINITE GROUP

WITH COEFFICIENTS IN  A SIMPLE MODULE

E.G. K o v6 cs
*

The a i m  o f  t h i s  r e p o r t  i s  t o  d e s c r i b e  ( i n  a s  e l e me n t a r y  t e r ms  a s

p o s s i b l e )  a  r e d u c t i o n  o f  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h
.
e  fi r s t  c o h o m o l o g y  
g r o u p
o f  a  fi n i t e  g r o u p  w i t h  c o e f fi c i e n t s  i n  a  s i m p l e  mo d u l e ,  t o  t h e  c a s e

o f  f a i t h f u l  mo d u l e s  a n d  g r o u p s  w i t h  n o n a b e l i a n  s i m p l e  s o c l e .  A s

a p p l i c a t i o n s ,  e s t i m a t e s  a r e  d e r i v e d  f o r  t h e  s i z e  o f  t h e  fi r s t

c ohomology  g r o u p ,  f o r  t h e  mi n i mu m n u mb e r  o f  g e n e r a t o r s  o f  c e r t a i n

s e m i d i r e c t  p r o d u c t s ,  a n d  f o r  t h e  g e n e r a t i o n  g a p  a n d  p r e s e n t a t i o n  r a n k .

The e s s e n t i a l  p a r t  o f  t h e  wo r k  r e p o r t e d  h e r e  was  d o n e ,  o v e r  t e n
y e a r s  a g o ,  j o i n t l y  o r  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  D r  J o h n  Cos s ey  o f  t h i s
U n i v e r s i t y  a n d  P r o f e s s o r  K . W.  G r u e n b e r g  o f  Queen Ma r y  C o l l e g e ,
London.  W e  h o p e d  t o  w r i t e  a  j o i n t  p a p e r  f o r  p u b l i c a t i o n  b u t  s o
f a r  t h i s  h a s  p r o v e d  i m p o s s i b l e .  W h i l e  t h e  p r e s e n t  v e r s i o n  o we s
much t o  t h e i r  i n fl u e n c e ,  t h e  r e s p o n s i b i l i t y  f o r  i t s  f a i l i n g s  i s
a l l  m i n e .
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1. I n t r o d u c t i o n
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As i s  w e l l  k n o wn ,  i f  G  i s  a  g r o u p  a n d  V  i s  a  G - m o d u l e ,  t h e

fi r s t  c o h o mo l o g y  g r o u p  H 1( G , V )  i s  b i j e c t i v e  w i t h  t h e  s e t  o f  c o n j u g a c y

c l a s s e s  o f  c o mp l e me n t s  o f  V  i n  t h e  s e m i d i r e c t  p r o d u c t  G V  ,  a n d  c a n

be d e fi n e d  s i m p l y  ( w i t h o u t  a n y  r e f e r e n c e  t o  t h e  homo logy  o f  c o c h a i n

c omplex es )  i n  t e r ms  o f  t h e  d e r i v a t i o n s  o f  G  i n t o  V  .  T h e  fi r s t  o f

t hes e  p o i n t s  mak es  H 1( G , V )  r e l e v a n t  e v e n  t o  t h o s e  u s e r s  o f  g r o u p s  wh o

a r e  n e i t h e r  i n t e r e s t e d  n o r  e x p e r i e n c e d  i n  c o h o mo l o g y ,  w h i l e  t h e  s e c o n d

makes i t  p o s s i b l e  t o  k e e p  t h i s  e x p o s i t i o n  e a s i l y  a c c e s s i b l e  t o  s u c h-

r e a d e r s .  N o  c o h o mo l o g y  w i l l  b e  as s umed ( d i r e c t l y  o r  i n d i r e c t l y )  i n

t h e  ma i n  b o d y  o f  t h e  p a p e r ,  w h e r e  t h e  p r o b l e m o f  d e t e r m i n i n g  H 1( G , V )

f o r  fi n i t e  G  a n d  s i m p l e  V  i s  r e d u c e d  t o  t h e  c a s e  o f  n e a r l y  s i m p l e

G a n d  f a i t h f u l  V  .  ( W e  c a l l  a  fi n i t e  g r o u p  n e a r l y  s i mp l e  i f  i t  h a s

o n l y  o n e  m i n i m a l  n o r m a l  s u b g r o u p  a n d  t h a t  i s  n o n a b e l i a n  a n d  s i m p l e . )

Th i s  r e d u c t i o n  h a s  b e e n  a r o u n d  f o r  s ome t i m e  b u t  d e s e r v e s  t o  b e  b e t t e r

k nown,  e s p e c i a l l y  n o w t h a t  a l l  n e a r l y  s i m p l e  g r o u p s  a r e  b e l i e v e d  t o

hav e b e e n  " c l a s s i fi e d " .

Ex c ept  i n  S e c t i o n  3 ,  a l l  G - m o d u l e s  c o n s i d e r e d  w i l l  b e  r i g h t

ZZG-modules  .  W h e t h e r  we  c a l l  a  ( s u b ) mo d u l e  " t r i v i a l "  o r  " n o n t r i v i a l "

depends  o n l y  o n  t h e  a c t i o n  o n  i t :  w e  u s e  " n o n z e r o "  o r  " p r o p e r "  t o

e x c l u d e  t h e  z e r o  ( s u b ) mo d u l e  o r  t h e  wh o l e  mo d u l e .  E a c h  s i m p l e  mo d u l e

i s  n a t u r a l l y  a n  G - m o d u l e  f o r  s ome fi n i t e  p r i m e  fi e l d  1 '  ;  w e  r e f e rP P

t o  t h e  r e l e v a n t  p r i m e  p  a s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  mo d u l e .  [ I f  o n e

want s  c o h o mo l o g y  w i t h  c o e f fi c i e n t s  i n  a  s i m p l e  F G - m o d u l e  U  f o r  s ome

o t h e r  fi e l d  I F  ,  o n e  n o t e s  t h a t  H 1( G , U)  =  0  u n l e s s  F  c o n t a i n s  s ome

F  ,  i n  wh i c h  c a s e  t h e r e  i s  a  u n i q u e  s i m p l e  F G
- m o d u l e  V  s u c h  
t h a t
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H1( G , V ) F  I F  i s  t h e  d i r e c t  s um o f  n  c o p i e s  o f  H 1( G , u )  w h e r e  n
P

i s  t h e  number  o f  i s o mo r p h i s m t y p e s  o f  G a l o i s  c o n j u g a t e s  o f  U  T h i s

reduc es  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  H
i
( G , U )  t o  
t h a t  
o f  
H
1  
( G , V ) .
)

I n  o r d e r  t o  s t a t e  t h e  Re d u c t i o n  Th e o r e m,  we  h a v e  t o  i n t r o d u c e

some t e c h n i c a l i t i e s .  L e t  G  b e  fi n i t e  a n d  V  a  s i m p l e  G - m o d u l e .  T h e

G-endomorphis ms  o f  V  f o r m  a  fi n i t e  fi e l d  E n d
G  V ,  a n d  
H 1 ( G , V )  
i s
a v e c t o r  s pac e  o v e r  t h i s  fi e l d .  L e t  C  s t a n d  f o r  t h e  c e n t r a l i z e r  o f  V

i n  G  ( t h a t  i s ,  f o r  t h e  k e r n e l  o f  t h e  a c t i o n  o f  G  o n  V ) .  C h o o s e  a

c h i e f  s e r i e s  i n  G  ,  a n d  d e n o t e  b y  k  t h e  nuri l lper o f  c h i e f  f a c t o r s  i n

t h i s  s e r i e s  t h a t  a r e  G - i s o m o r p h i c  t o  V  a n d - c o mp l e me n t e d  i n  G

REDUCTION THEOREM. The d i me n s i o n  o f  H 1( G , V )  o v e r  E n d GV  i s  k

ex c ep t  p e r h a p s  when  t h e  f o l l o w i n g  h o l d .  T h e r e  i s  o n l y  o n e  m i n i m a l

n o r ma l  s u b g r o u p  i n  G / C  ,  s a y  N / C  ;  t h i s  i s  n o n a b e l i a n  a n d  h a s  o r d e r

d i v i s i b l e  b y  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  V  .  L e t  S / C  b e  a  s i m p l e  d i r e c t

f a c t o r  o f  N / C  ;  w r i t e  A  a n d  B  f o r  t h e  n o r m a l i z e r  a n d  t h e  c e n t r a l i z e r

o f  S / C  ,  r e s p e c t i v e l y ,  s o  A / B  i s  a  n e a r l y  s i m p l e  g r o u p  w i t h  s o c l e

BN/B ( z S / C)  ;  a n d  l e t  W  b e  t h e  l a r g e s t  t r i v i a l  ( W I N ) - s u b m o d u l e  o f  V  .

I f  W  =  0  o r  i f  B  a c t s  n o n t r i v i a l l y  o n  W  ,  t h e  d i me n s i o n  i s  s t i l l  k

O t h e r wi s e  W  i s  a  f a i t h f u l  s i m p l e  A / B - m o d u l e  w i t h  E n d A/ B W z  E n d G V

and t h e  d i me n s i o n  i s  k  p l u s  t h e  d i me n s i o n  o f  H 1( A / B , W)

I n  t h e  l a s t  c a s e ,  V  i s  W  i n d u c e d  f r o m  A  t o  G  ,  a n d  o f

c ours e  i t  c a n  s t i l l  h a p p e n  t h a t  H
l
( A / B , W )  =  
0  s o  
t h e  
d i m e n s i o
n  
i s  
k

The p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m w i l l  n o t  a mo u n t  t o  a  me r e  d i me n s i o n  c o u n t :

i n s t e a d ,  i t  w i l l  b e  o b t a i n e d  i n  t e r ms  o f  c e r t a i n  homomorph is ms  w h i c h  a r e

a l l  " n a t u r a l "  i n  a  s t r i c t  t e c h n i c a l  s e n s e  ( t h a t  w i l l  n o t  b e  e l a b o r a t e d

h e r e ) .  N a m i n g  t h e s e  homomorph is ms  ( i n  S e c t i o n  5 )  ma k e s  t h e  t h e o r e m

s t r o n g e r  t h a n  wh a t  c a n  b e  made e x p l i c i t  i n  t h i s  I n t r o d u c t i o n .



A f t e r  t h e  fi r s t  d r a f t  o f  t h i s  n o t e  was  c o mp l e t e d ,  w e  l e a r n e d

t h a t  a  f o r t h c o m i n g  p a p e r  [ 1 ]  o f  A s c h b a c h e r  a n d  S c o t t  w i l l  c o n t a i n  a

v a r i a n t  o f  t h e  r e d u c t i o n  d i s c u s s e d  h e r e  u n d e r  t h e  e x t r a  h y p o t h e s i s  t h a t

C =  1  ( w i t h  d i f f e r e n t  p r o o f  a n d  m o t i v a t i o n ) .  W e  g r a t e f u l l y  a c k n o wl e d g e

t h e  o p p o r t u n i t y  t o  s e e  a  d r a f t  o f  t h a t  p a p e r .

2. Some group theory

Our p r e p a r a t i o n s  s t a r t  w i t h  s ome e l e me n t a r y  f a c t s  o n  fi n i t e

g roups .  W h i l e  we  h a v e  n o  e n t i r e l y  c o n v e n i e n t  r e f e r t n c e ,  a l l  t h e  i d e a s

go b a c k  t o  Gas c hUt z  [ 6 ] ,  [ 7 ]  ( s e e  a l s o  S e c t i o n  1 5  i n  Ch a p t e r  V I I  o f

Hu p p e r t  a n d  B l a c k b u r n  [ 1 5 1 ) .

L e t  G  b e  a  fi n i t e  g r o u p  a n d  V  a  s i m p l e  G - m o d u l e .  S e t

C =  f g  E G  I  v g  =  v  f o r  a l l  v  i n  V }  .

L e t  D  d e n o t e  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  s u b g r o u p s  H  o f  G  t h a t
urWK evr

c omplement  c h i e f  f a c t o r s  K / L  o f  G  G - )  i s o m o r p h i c  t o  V  ( s o

H n K = 1 ,  a n d  H K  =  G) i f  t h e r e  i s  n o  s u c h  H  ,  p u t  D  =  C

2. 1  L E MMA .  A  c h i e f  f a c t o r  K / L  o f  G  i s  c o mp l e me n t e d  a n d  i s o mo r p h i c

t o  V  i f  a n d  o n l y  i f  C  K D  >  L D

p r o o f .  S u p p o s e  fi r s t  t h a t  a t  l e a s t  o n e  c h i e f  f a c t o r  K / L  i s  i s o mo r p h i c

t o  V  a n d  h a s  a  c omp l emen t  H  .  W e  d e r i v e  s ome g e n e r a l  i n f o r m a t i o n

b e f o r e  a d r e s s i n g  t h e  p r o o f  o f  t h e  Lemma.  O b v i o u s l y ,  C a K > L .  A s

o i n c u l ,  i s  n o r ma l  i n  N I L  a n d  c e n t r a l i z e d  b y  K / L  ,  i t  i s  n o r ma l  i n

HK/ L :  t h u s  H  n  c  i s  n o r ma l  i n  G  .  B y  De d e k i n d ' s  L a w C  =  ( Hn C) K

and s o  C / ( H n C )  =  ( Hn C) K / ( Hn C)  z  K / ( Hn Cn K )  =  K / L  z  V  .
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I t  f o l l o w s  t h a t  C / ( H n C )  i s  a  s e l f - c e n t r a l i z i n g  m i n i m a l  n o r m a l  s u b g r o u p

c omplement ed b y  H / ( H n C )  i n  G / ( H n C )  :  h e n c e  H  i s  a  max im41 s u b g r o u p

o f  G  ,  a n d  H  n  c  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  c o n j u g a t e s  o f  H  .

Th e r e f o r e  D  i s  n o r ma l ,  C / D  1 )  i s  a  d i r e c t  p r o d u c t  o f  i s o mo r p h i c

c o p i e s  o f  V  ,  a n d  t h e  F r a t t i n i  s u b g r o u p  o f  G / D  i s  t r i v i a l :  s o  ( s e e

1 1 1 . 4 . 4  i n  Hu p p e r t  [ 1 4 ] )  C / D  h a s  a  c o mp l e me n t ,  s a y  E / D  ,  i n  G / D  .

Of  c o u r s e  i n  t h i s  c a s e  C  K D  >  L D ,  f o r  L D  ,<_- H  4  K  ,  s o  t h e  " o n l y  i f "

p a r t  o f  t h e  lemma i s  p r o v e d .

Fo r  t h e  p r o o f  o f  t h e  c o n v e r s e ,  s u p p o s e  t h a t  K
i
/ L
i  i s  a  c h i e f

f a c t o r  a n d  C K 1 D >  L
1
D  .  T h e n  
K
1  n  
L
1
D  
i s  
a  
n o r m
a l  
s u b g
r o u p  
o
f

-

G a n d  K
i  >  
K
i  
n  
L
i
D .
. .
-  
L
i  
,  
s
o  
w
e  
m
u
s
t  
h
a
v
e  
K
i  
n  
L
i
D  
=  
L
i  
(
F
i
g
.
2
)
.

Hence K 1/ L 1 i s  i s o m o r p h i c  t o  K 1D/ L 1D w h i c h ,  a s  e a c h  c o mp o s i t i o n  f a c t o r
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o f  t h e  G - m o d u l e  C / D  ,  i s  i s o mo r p h i c  t o  V  a n d  c omp lemen t ed  i n  C / D  .

L e t  F / D  b e  s u c h  a  c omp lemen t  :  t h a t  i s ,  F  i s  n o r ma l  i n  G

F n  K
I
D  
=  
L
1
D  
l  
F
K
1
D  
=  
C  
.  
I
t  
i
s  
n
o
w  
e
a
s
y  
t
o  
s
e
e  
t
h
a
t  
E
F  
i
s  
a

s ubgroup  w h i c h  c omp lemen t s  K 1/ I , 1 i n  G

Th i s  d i s c u s s i o n  a l s o  s howed t h a t  C / D  =  1  i f  a n d  o n l y  i f  n o

c omplement ed  c h i e f  f a c t o r  o f  G  i s  i s o mo r p h i c  t o  V  .  A s  C / D  =  I

o b v i o u s l y  i f  a n d  o n l y  i f  n o  c h i e f  f a c t o r  K / L  s a t i s fi e s  C  >  K D >  L D

t h e  p r o o f  i s  c o mp l e t e .

2 . 2  THEOREM.  T h e  number  k  o f  c omp l emen t ed  c h i e f  f a c t o r s  i s o m o r p h i c

t o  V  i n  a n y  o n e  c h i e f  s e r i e s  o f  G  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e  o f

t h e  c h i e f  s e r i e s ;  C / D  i s  t h e  d i r e c t  p r o d u c t  o f  k  c o p i e s  o f  V  .

P r o o f .  I f  G  =  G1 >  •  > G . > .  i s  a  c h i e f  s e r i e s  o f  G  ,  t h ei

d i s t i n c t G . D / D w i t h c r m  a  c o mp o s i t i o n  s e r i e s  o f  t h e  G -1 i

modu le  C / D  .  L e m m a  2 . 1 ,  a n d  t h e  o b s e r v a t i o n  i n  i t s  p r o o f  o n  t h e

s t r u c t u r e  o f  C / D  ,  t h e n  y i e l d  t h e  t h e o r e m.

2. 3  COROLLARY.  N o  c h i e f  f a c t o r  o f  t h e  f o r m  D / L  c a n  b e  c o mp l e me n t e d

and i s o mo r p h i c  t o  V  .

2 . 4  COROLLARY.  E a c h  c h i e f  f a c t o r  o f  t h e  f o r m  C / L  w i t h  L  D  i s

c omplement ed a n d  i s o mo r p h i c  t o  V  .

I n  c o mp a r i n g  o u r  r e d u c t i o n  w i t h  p r e v i o u s l y  p u b l i s h e d  m a t e r i a l ,  w e

s h a l l  mak e u s e  o f  o n e  mo r e  p o i n t  :  s e e  V I I . 1 5 . 4 a  ( a n d  i t s  p r o o f )  i n

Hu p p e r t  a n d  B l a c k b u r n  [ 1 5 ] .

2 . 5  I f  G  i s  p - s o l u b l e  wh e r e  p  i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  V  ,  t h e n

O ( G / C )  >  1  ( u n l e s s  G / C  =  1 )  ,  a n d  e a c h  c h i e f  f a c t o r  C / L  i s o m o r p h i c
P'

t o  V  i s  c o mp l e me n t e d  ( a n d  t h e r e f o r e  h a s  L  D )  .



The n o t a t i o n  o f  t h i s  s e c t i o n  w i l l  b e  u s e d  a g a i n  f r o m  S e c t i o n  5

onwards .  W e  s t r e s s  t h a t  C  ,  D  ,  a n d  k  d e p e n d  o n  ( t h e  i s o mo r p h i s m

t y pe  o f )  V  .  T h i s  dependenc e  c o u l d  h a v e  b e e n  i n d i c a t e d  b y  u s i n g ,  s a y ,

C
v  
,  
D
v  
,  
a
n
d  
k
v  
:  
w
e  
t
r
u
s
t  
t
h
a
t  
t
h
e  
s
i
m
p
l
e  
n
o
t
a
t
i
o
n  
a
d
o
p
t
e
d  
w
i
l
l  
n
o
t

l e a d  t o  c o n f u s i o n .

3. Some repres entat ion theor y

The ma i n  r e s u l t  we  s h a l l  n e e d  f r o m  r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r y  i s

C l i f f o r d ' s  Th e o r e m :  l e t  u s  r e c a l l  t h e  r e l e v a n t  p a r t  o f  t h e  u s u a l  s t a t e me n t

( 1 1 1 . 1 7 . 3  i n  Hu p p e r t  [ 1 4 ] ,  1 1 . 1  i n  C u r t i s  a n d  R e i n e r  [ 4 ] ) .

3 . 1  CL I FFO RD' S  THEOREM. L e t  F  b e  a n y  fi e l d ,  N  a  n o r ma l  s u b g r o u p

i n  a  ( n o t  n e c e s s a r i l y  fi n i t e )  g r o u p  G  ,  V  a  fi n i t e  d i m e n s i o n a l  s i m p l e

FG - mo d u l e ,  a n d  U  a  s i m p l e  1 7 N- s u b mo d u l e  o f  V  .  F o r  e a c h  g  i n  G

Ug i s  a  s i m p l e  P N- s u b mo d u l e ,  a n d  V  i s  t h e  s um o f  t h e  U g  ( s o  i n

p a r t i c u l a r  V  i s  s e m i - s i m p l e ) .  T h e  " s t a b i l i z e r "  o r  " i n e r t i a  g r o u p "  T

o f  U  i n  G  i s  d e fi n e d  b y

T =  { g  E G  I  U g  i = i
4
U }

The s um 1  U t  i s  a  s i m p l e  F T - s U b m o d u l e  i n  V  ,  a n d  V  i s  ( i s o m o r p h i c
t ET

t o )  t h e  i n d u c e d  mo d u l e  ( E U t )  l F GF T

To p r e p a r e  f o r  t h e  i n t e n d e d  a p p l i c a t i o n s  o f  t h i s  r e s u l t ,  w e  a d d

some c omment s  h e r e .  F o r  e a c h  s u b g r o u p  A  o f  G  c o n t a i n i n g  T

" t r a n s i t i v i t y  o f  i n d u c t i o n "  a p p e a r s  h e r e  i n  a  v e r y  c o n c r e t e  f o r m ;  n a me l y ,

ua i s  t h e  i n d u c e d  mo d u l e  ( E U t )  T F A  ,  a n d  V  i s  Z U a  i n d u c e dF
aEA

f r o m A  t o  G  :



3. 2 V  (  U a )  F G  .FA
aEA

A s u b g r o u p  A  o f  G  c o n t a i n s  T  i f  a n d  o n l y  i f

3 . 3  U g

3 . 4  V  =  ( E Ua )  ( E U g )

8

3. 5  E n d  V  L.=• E n d F A  (EUa)

whenev er  g E G ,  g A ,  a  E A

- 1  T i( f o r ,  b y  d e fi n i t i o n  o f  T  ,  U g  U a  i s  e q u i v a l e n t  t o  g a   T )  .

I t  f o l l o w s  t h a t  i f  A  T  t h e n  t h e r e  i s  n o  n o n z e r o  FN- h o mo mo r p h i s m

f r o m 1  Ua  t o  U g  ,  n o r  i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n ;  i n  p a r t i c u l a r ,
aEA

and a  f o r t i o r i  E n d
F A
V  =  
E n d F
A  
( E U a )  
E D  
E n
d P A
( E U g
)  
,  
a  
d i
r e
c t  
s
u
m  
o
f

P - a l g e b r a s .  T h u s  t h e r e  i s  a n  a l g e b r a  homomorph is m f r o m t h e  s u b a l g e b r a

EndFG  V o f  E n d
F A
V  i n t o  
E n d
F
A  
( E U
a )  
,  
w h
i l
e  
t
h
e  
f u n
c t o
r i a
l  
n
a t
u r
e

o f  i n d u c t i o n  g u a r a n t e e s  a n  a l g e b r a  homomorph is m i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n .

As V  i s  a  s i m p l e  P G - m o d u l e  a n d  E U a  i s  a  s i m p l e  F A - m o d u l e ,  t h e i r

endomorph is m a l g e b r a s  a r e  fi n i t e  d i m e n s i o n a l  d i v i s i o n  a l g e b r a s ,  s o  t h e

t wo homomorphis ms  mu s t  i n  f a c t  b e  i s o mo r p h i s ms

Thus  we  h a v e  e s t a b l i s h e d  t h a t  3 . 3  i m p l i e s  3 . 2 ,  3 . 4 ,  a n d  3 . 5 .

F i n a l l y ,  r e c a l l  ( s a y ,  f r o m  V I I . 4 . 1 1  i n  Ru p p e r t  a n d  B l a c k b u r n  [ 1 5 [ )

t h a t  i f  t h e  i n d e x  I G : H I  i s  fi n i t e  a n d  W  i s  a n  F H - m o d u l e  [ o r  7 2 H-

mo d u l e ] ,  t h e n  t h e  i n d u c e d  mo d u l e  W  0  F G  [ o r  W  0  M G [  i s  n a t u r a l l yIFH M H

i s o mo r p h i c  t o  t h e  c o i n d u c e d  mo d u l e  H o r i
n i
( F G , W )  [ o r  H o m
m 8
( M G X 1  
.



4. D e r i v a t io n s

I n  t h i s  s e c t i o n  we  d e v e l o p  a l l  r e l e v a n t  f a c t s  f r o m  fi r s t  p r i n c i p l e s .

Many a  t e d i o u s  v e r i fi c a t i o n  i s  o m i t t e d ,  b u t  ( w e  h o p e )  n e v e r  mo r e  t h a n

one l i n e  a t  a  t i m e ,  a n d  n o n e  t h a t  wo u l d  c a l l  f o r  a  f r e s h  i d e a .

L e t  G  b e  a n y  g r o u p  a n d  V  a n y  G - m o d u l e .  A  map d  :  G  -+ V

i s  c a l l e d  a  d e r i v a t i o n  i f

( gh )d  =  ( g d ) h  +  h d  f o r  a l l  g , h  i n  G

[ s o i n  p a r t i c u l a r  l d  =  0  a n d  g - 1 d  =  -  ( g d ) g - 1  .  T h e  s e t  D e r ( G , V )

o f  a l l  s u c h  maps  i s  a n  a b e l i a n  g r o u p  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a d d i t i o n  d e fi n e d

by  g ( d + d i )  =  g d  +  g d '  O b v i o u s l y ,  t h e  e x p o n e n t  o f  D e r ( G , V )  d i v i d e s

t h a t  o f  V  .  T o  e a c h  v  i n  V  t h e r e  i s  a  d e r i v a t i o n

( i d e r  v )  :  g l + v -  v g

Thes e " i n n e r "  d e r i v a t i o n s  f o r m  a  s u b g r o u p  I d e r ( G , V )  i n  D e r ( G , V )

Fo r  o u r  p u r p o s e s  H 1 (G,V) i s  d e fi n e d  a s  t h e  f a c t o r  g r o u p

H
i
(
G
,
V
)  
=  
D
e
r
(
G
,
V
)
/
I
d
e
r
(
G
,
V
)

[The m o t i v a t i o n  r e l e v a n t  h e r e  i s  t h e  f o l l o w i n g .  I f  H  i s  a

c omplement  o f  V  i n  t h e  s e m i d i r e c t  p r o d u c t  G V  ,  t h e n  t o  e a c h  g  i n  G

t h e r e  i s  a  u n i q u e  u  i n  V  s u c h  t h a t  g u  E H  ,  a n d  t h e  map  g  P
4- u
i s  t h e n  a  d e r i v a t i o n .  C o n v e r s e l y ,  i f  d  E De r ( G , V )  t h e n  { g ( g d )  I  g  E G }

-1
i s  a  c omp lemen t  o f  V  i n  C V  ,  e q u a l  t o  t h e  c o n j u g a t e  v G v  o f  G

i f  a n d  o n l y  i f  d  =  i d e r  v  .  S e e  Ro b i n s o n  [ 1 7 ] ,  p p . 3 0 4 - 3 0 5 . 1

L e t  N  b e  a  n o r ma l  s u b g r o u p  o f  G  .  A s  u s u a l ,  w r i t e  D e r ( N , V )

f o r  t h e  d e r i v a t i o n s  o f  N  i n t o  t h e  N - m o d u l e  o b t a i n e d  f r o m  V  b y

r e s t r i c t i o n .  T h e r e  i s  a  G - a c t i o n  o n  D e r ( N , V )  g i v e n  b y

x ( d
g
)  
=  
[
(
g
x
g
- i
)
d
]
g  
f
o
r  
a
l
l  
x  
i
n  
N  
.
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The map i d e r  :  D e r ( N , V )  i s  a  G - h o mo mo r p h i s m;  i t s  i ma g e  i s  I d e r ( N , V )

and i t s  k e r n e l  t h e  l a r g e s t  t r i v i a l  N - s u b m o d u l e  V
N  o f  V  .  
M o r e o v e r ,  
a s4 . 1  d
I r  
=  
d  
-  
i d
e r
( y
d )

t h e  a c t i o n  o f  N  o n  t h e  f a c t o r  mo d u l e  H 1 (N, V) =  D e r ( N , V ) / I d e r ( N , V )  i s

t r i v i a l .  I n  p a r t i c u l a r  ( t a k e  N  =  G) ,  t h e  a c t i o n  o f  G  o n  H 1 (G,V) i s

t r i v i a l .

I d e r ( G , V )

f o r  a l l  y  i n  N

We i n t e r r u p t  t h e  g e n e r a l  d e v e l o p me n t  t o  e s t a b l i s h  s ome o t h e r  u s e f u l

c ons equenc es  o f  4 . 1 .

4 . 1 '  I f  V G =  O ,  n o  n o n z e r o  G - s u b mo d u l e  o f  D e r ( G , V )  c a n  a v o i d

I ndeed ,  i f  d  l i e s  i n  a  G - s u b mo d u l e  V 1 w h i c h  a v o i d s  I d e r ( G , V )  ,  t h e n

4 . 1  ( s t i l l  w i t h  N  =  G) y i e l d s  i d e r ( g d )  =  d  -  d
g  E  v
i  n  I d e r ( G , V )  
=  
O ,

so g d  E V
G  f o r  
a l l  
g  
,  
a
n
d  
h
e
n
c
e  
d  
=  
O
.

4 . 1 "  I f  N  i s  n o r ma l  i n  G  a n d  V
N  =  O  ,  
t h e n  D e r
( G , V )
N  =  
o
.

Fo r ,  i f  V
N  =  
0  
t h e
n  
a l
s o  
V
G  
=  
o  
,  
s
o  
I d
e r
(
G
,
V
)  
i
s  
i
s
o
m
o
r
p
h
i
c  
t
o  
V

and h e n c e  a v o i d s  t h e  l a r g e s t  t r i v i a l  N - s u b m o d u l e  D e r ( G , V ) N  ;  o n  t h e

o t h e r  h a n d ,  t h e  l a t t e r  i s  a  G - s Ub mo d u l e  ( b e c a u s e  N  i s  n o r m a l ) .

4 . 1m I f  V  h a s  p r i m e  e x p o n e n t  p  a n d  O  h a s  a  n o r ma l  s u b g r o u p  N  o f

fi n i t e  o r d e r  p r i m e  t o  p  w i t h  V
N  =  O  ,  
t h e n  
H 1
( G , V )  
=

Fo r ,  b y  Mas c hk e ' s  Th e o r e m I d e r ( G , V )  h a s  a n  N - a d m i s s i b l e  c o mp l e me n t  i n

Der (G, V)  ;  t h a t  c omp l emen t  i s  i s o mo r p h i c  t o  t h e  t r i v i a l  mo d u l e  H
i
( G , V )and s o  mu s t  b e  0  b y  4 . 1 " .



L e t  u s  r e t u r n  n o w t o  t h e  g e n e r a l  d e v e l o p me n t .  R e s t r i c t i o n  o f  maps

g i v e s  t h e  " r e s t r i c t i o n  ma p "  D e r ( G , V )  ÷  De r ( N, V )  ;  c l e a r l y ,  t h i s  i s  a

G-homomorphis m.  I f  d  i s  i n  i t s  k e r n e l ,  t h e n  N d  =  0  a n d  s o

- 1  - 1
(gd )x  =  ( g d ) x  +  x d  =  ( g x ) d  =  [ ( g x g  ) g i d  =  [ ( g x g  ) d ] g  +  g d  =  g d

( f o r  a l l  g  i n  G  a n d  x  i n  N )  s h o w s  t h a t  d  i s  c o n s t a n t  o n  e a c h

c o s e t  o f  N  i n  G  a n d  t h a t  t h e  i ma g e  o f  d  l i e s  i n  V
N  :  t h u s  d  m a y
be v i e we d  a s  a  d e r i v a t i o n  o f  G / N  i n t o  V
N  ( w i t h  V
N  c o n s i d e r e d  
a  
G I N -

modu le  i n  t h e  o b v i o u s  wa y ) .  O f  c o u r s e  i d e r  v ,  l i e s  i n  t h e  k e r n e l  o f  t h e

r e s t r i c t i o n  map i f  a n d  o n l y  i f  v  E V
N  D i f f e r e n t l y  
p u t  
:  D e r ( G /
N , V
N
)

embeds i n  D e r ( G , V )  a s  t h e  k e r n e l  o f  t h e  r e s t r i c t i o n  map,  i n t e r e s t i n g

I d e r ( G , V )  p r e c i s e l y  i n  I d e r ( G / N , V
N
)  O n  t h e  
o t h e r  
h a n d ,  
t h e  
r e s t r i c t
i o n

map t a k e s  I d e r ( G , V )  o n t o  I d e r ( N , V )  a n d  s o  y i e l d s  a  G - h o mo mo r p h i s m o f

H1(G , V )  i n t o  H 1( N , V )  .  A s  n o t e d  a b o v e ,  H 1( G , V )  i s  a  t r i v i a l  G -

modu le ,  s o  t h e  i ma g e  o f  t h i s  homomorph is m mu s t  l i e  i n  t h e  l a r g e s t  t r i v i a l

s ubmodule H
i
( N , V )
G  
o f  
H
i
( N , V
)

11

F .  3

-
D
e
4
-
6
,
3
,
g
)

1 - 0
0
4
)
q )

R i ( 9
)
,
0
6 -

> • I 0

Thes e c omment s  h a v e  e s t a b l i s h e d  t h e  " i n fl a t i o n - r e s t r i c t i o n  e x a c t  s e q u e n c e "
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4 . 2  0  ÷  H
l
( G / N , v
N
)  _ 1 1 2 E
±  H
l
( G , v )
r
e
s  H
1
( 1 , 1 ,
v )
G

The f a c t  t h a t  t h e  c o mp o s i t e  o f  a  d e r i v a t i o n  a n d  a  mo d u l e  homomorph is m i s

a d e r i v a t i o n ,  l e a d s  t o  e a c h  t e r m  o f  t h i s  s equenc e  b e i n g  a n  ( E n d G V )
-
modu le  a n d  e a c h  map a n  ( E n d G V ) - h o mo mo r p h i s m.  ( T h i s  i s  j u s t  t h e  fi r s t

h a l f  o f  t h e  s o - c a l l e d  fi v e  t e r m  s equenc e  w e l l  k nown  i n  t h e  c o n t e x t  o f

s p e c t r a l  s equenc es  :  s e e  f o r  i n s t a n c e  Mac Lane ( 1 6 1 ,  X I  § 1 0 . )

I f  N  a c t s  t r i v i a l l y  o n  V  ( s o  V
N  =  V  a n d  
V  i t s e l f  
m a y  
b e

v i e we d  a  C / N - m o d u l e ) ,  t h e n  o f  c o u r s e  D e r ( N , V )  =  Ho p ( N, V )  a n d

I d e r ( N, V )  =  O ,  s o  H 1( N, V ) G =  HomG '  (N V) a n d  o u r  e x a c t  s equenc e  t a k e s

t h e  f o r m

1 i n f  1  r e s . *  HomG(N, V)4 . 2 '  0  4.  H ( G / N, V )  H  ( G , V )

Co n s i d e r  b r i e fl y  a l s o  t h e  o t h e r  e x t r e me  :  wh e n  V
N  =  O  .  I n  
t h i sc as e r e s  i s  a n  i s o mo r p h i s m

4 . 2 "  H 1(G , V )  H 1( N , V ) G

To s e e  t h i s ,  we  o n l y  h a v e  t o  a d d  t o  t h e  f o r e g o i n g  t h a t  now r e s  i s

s u r j e c t i v e  :  i n d e e d ,  i f  d  E De r ( N , V )  a n d  d  +  I d e r ( N , V )  E  H
i
( N , V ) G

,

t h e n  f o r  e a c h  g  i n  G  t h e r e  i s  a  v  i n  V  s u c h  t h a t  d  -  d
g  =  i d e r  v

g g

t h i s  v g i s  u n i q u e  b e c a u s e  V
N  =  0  ,  
a n d  g v
+  
v
g  
i s  
e a s i l
y  
s e e
n  
t o  
b
e

a d e r i v a t i o n  o f  G  t h a t  e x t e n d s  d

Th r e e  o t h e r  g e n e r a l  f a c t s  w i l l  b e  n e e d e d .  I t  i s  s t r a i g h t f o r w a r d

t o  p r o v e  t h a t  D e r ( G , - )  ,  I d e r ( G , - )  ,  a n d  t h e r e f o r e  a l s o  H 1( G , - )

r e s p e c t  d i r e c t  s ums

4 . 3  H
1
( G ,
V
1
W
2
)  
H
1
( G
, V
1
)  
e
s  
H
1
(
G
,
V
2
)



W ,  t h e n  H 1(G , V )  H 1(H, W)

p r o v i d e d  t h a t
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A l s o ,  t h a t  i f  N  i s  a  n o r ma l  s u b g r o u p  o f  G  a n d  U  i s  a n  N - s u b m o d u l e

o f  V  ,  t h e n  f o r  U g  ( w i t h  g  E G )  w h i c h  i s  o f  c o u r s e  a l s o  a n  N -

s ubmodule,  we  h a v e

4 . 4  H 1( N, Ug )  H 1( N, U)  -

The t h i r d  c l a i m  i s  n o t  s o  t r i v i a l .

4 . 5  I f  H  i s  a  s u b g r o u p  o f  G  a n d  V  i s  c o i n d u c e d  f r o m  a n  H - m o d u l e

Th i s  i s  k nown ( f o r  a l l  H
n
)  a s  
S h a p i r o ' s  
L e m m a  
( s e
e  
f o
r  
i n s t
a n c e  
p .
9 2

i n  [ 8 1 ,  o r  1 1 1 . 6 . 2  i n  B r o wn  [ 2 ] ) ;  t o  k e e p  o u r  p r o mi s e  o f  n o t  a s s u mi n g

any  c ohomo l ogy ,  w e  s k e t c h  a  b a r e - h a n d e d  p r o o f  ( f o r  t h e  c a s e  we  r e q u i r e ) .

Re c a l l  t h a t  t h e  G - m o d u l e  V  c o i n d u c e d  b y  W  i s  d e fi n e d  a s

HammH ( M G M  ,  w i t h  G - a c t i o n  g i v e n  b y  ( v g ) ( x )  =  v ( g x )  ,  a n d  t h a t

v 14- v ( 1 )  i s  a n  H- h o mo mo r p h i s m o f  V  o n t o  W  .  R e s t r i c t i o n

Der (G, V)  4 -  De r ( H, V )  f o l l o w e d  b y  c o mp o s i t i o n  w i t h  t h i s  mo d u l e  homomorph is m

y i e l d s  a  g r o u p  homomorph is m D e r ( G , V )  D e r ( H , W )  w h i c h  maps  I d e r ( G , V )

on t o  I d e r ( H , W )  .  T h i s  i n  t u r n  y i e l d s  a n  i s o mo r p h i s m H 1 (G,V) z  H 1 (H,W)

( i )  i f  d  E De r ( G , V )  a n d  ( h d ) ( 1 )  =  0  f o r  a l l  h  i n  H  ,  t h e n  d

i s  i n n e r ;  a n d

( i i )  i f  c  E  De r ( H, W)  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  d  i n  D e r ( G , V )  s u c h

t h a t  ( h d ) ( 1 )  =  h c  f o r  a l l  h  i n  H  .

To e s t a b l i s h  t h e s e  t w o  p o i n t s ,  fi r s t  t a k e  d  a s  i n  ( i ) ;  d e fi n e  v  f o r  x

i n  G  b y  v ( x )  =  ( x - 1 d ) x  ,  a n d  o n  M G  b y  l i n e a r  e x t e n s i o n  o f  t h i s .  T h e

h y p o t h e s i s  o n  d  y i e l d s  t h a t  v ( H )  =  O ;  t h i s  i s  u s e d  i n  s h o wi n g  t h a t  v

i s  a n  H- h o mo mo r p h i s m;  a n d  t h e n  i d e r  v  =  d  i s  v i r t u a l l y  i mme d i a t e .  N e x t ,
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l e t  c  b e  a s  i n  ( i i ) ,  a n d  l e t  R  b e  a  c o mp l e t e  s e t  o f  r e p r e s e n t a t i v e s

o f  t h e  l e f t  c o s e t s  o f  H  i n  G  :  t h u s  G  =  0  r H  .  D e fi n e  fi r s t  a  map
rER

G •4- W ,  i n +  b y  r h  =  h c  ,  a n d  v e r i f y  t h a t  g h  =  g
-
h  +  T a
.  w h e n e v e r

_
g E G  a n d  h  E H  .  T h e n  d e fi n e  d  :  G  V  b y  s e t t i n g  ( g d ) ( x )  =  g x  -  x

f o r  e a c h  g , x E G ;  c h e c k  t h a t  e a c h  g d  i s  a n  H - m a p  s o  g d E V ;

t h a t  d  i s  d e r i v a t i o n ;  a n d  t h a t  ( h d ) ( 1 )  =  h c  w h e n e v e r  h  E H  T h i s

w i l l  c o mp l e t e  t h e  p r o o f  o f  4 . 5 .

What  we  s h a l l  a c t u a l l y  u s e  i s  t h e  f o l l o w i n g  c o mb i n a t i o n  o f  4 . 5  w i t h

t h e  r e m i n d e r  a t  t h e  e n d  o f  S e c t i o n  3 .

4 . 5 '  I f  H  h a s  fi n i t e  i n d e x  i n  G  a n d  V  i s  t h e  G - m o d u l e  i n d u c e d

f r o m t h e  H - m o d u l e  W  ,  t h e n  H 1( G , V )  v  H 1(H, W)

Nex t  we  n o t e  a  s i m p l e  e s t i m a t e .

4 . 6  I f  V  i s  s i m p l e  a n d  G  i s  fi n i t e l y  g e n e r a t e d ,  s a y ,  b y  m

e l e me n t s ,  a n d  i f  t h e  c a r d i n a l i t y  I V I  o f  V  i s  fi n i t e ,  t h e n

1
1
1
1
(
G
,
v
)
1  
<  
I
v
I
M
-
l
i
v
G
1

w i t h  e q u a l i t y  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  s e m i d i r e c t

p r o d u c t  G V  c a n n o t  b e  g e n e r a t e d  b y  m  e l e m e n t s .

P r o o f .  T h e  i n e q u a l i t y  i s  c l e a r l y  e q u i v a l e n t  t o  I D e r ( G , V ) I  I V I
m

L e t  g
l
, . . .
, g
m  
g e
n e
r a
t e  
G  
E
a
c
h  
c
o
m
p
l
e
m
e
n
t  
o
f  
V  
i
n  
G
V  
i
s

g e n e r a t e d  b y  g
1
v
1
, . . . , g
m
v
m  
w i t
h  
u n i
q u e
l y  
d e t
e r m
i n e
d  v
l
, . .
. , v
m  
i
n  
V  
.

I f  f o r  s ome c h o i c e  o f  v
l
, . . . , v
m  t h e  
s u b g r o u
p  
g e n e r
a t e d  
b
y  g
1
v
1
, . . . , g
m
v
m

i s  n o t  a  c omp l emen t ,  i t  mu s t  b e  G V  i t s e l f  ( b e c a u s e  o f  t h e  s i m p l i c i t y

o f  V )  ;  c o n v e r s e l y  i f  G V  c a n  b e  g e n e r a t e d  b y  m  e l e m e n t s ,  b y  a  r e s u l t

o f  Gas c hUt z  [ 5  1 i t  mu s t  b e  g e n e r a t e d  b y  m  e l e m e n t s  o f  t h i s  f o r m .

F i n a l l y ,  we  s h a l l  n e e d  a  r e s u l t  wh i c h  we  fi r s t  p r o v e d  u s i n g  Lemma

2 o f  o u r  [ 3 1  o r  t h e  e q u i v a l e n t  6 . 1 1  o f  [ 9 1 .  T h e  p r o o f  we  p r e s e n t  h e r e
L M
. /makes u s e  o f  a n  i d e a  o f  P r o f e s s o r  s a a c s .
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4 . 7  L E MMA .  I f  G  i s  fi n i t e ,  V  i s  s i m p l e ,  M  a n d  N  a r e  ( n o t

n e c e s s a r i l y  d i s t i n c t )  n o r m a l  s u b g r o u p s  o f  G  s u c h  t h a t  e a c h  e l e m e n t

o f  M  c o mmu t e s  w i t h  e a c h  e l e me n t  o f  N  a n d  n e i t h e r  M  n o r  N  a c t s

t r i v i a l l y  o n  V  ,  t h e n  H
l
( G , V )  =  
O .P r o o f .  N o w  V  i s  i s o mo r p h i c  t o  I d e r ( G , V )  :  f o r  e a s e  o f  n o t a t i o n ,

i d e n t i f y  t h e s e  t w o  mo d u l e s  a n d  w r i t e  u  f o r  D e r ( G , V )  .  L e t  p  d e n o t e

t h e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  V  ;  t h e n  U  i s  a l s o  o f  e x p o n e n t  p  .  R e c a l l

t h a t  U / V  i s  a  t r i v i a l  G - m o d u l e ;  t h u s  i f  H  j s  a  s u b g r o u p  o f  G  s u c h

t h a t  U  h a p p e n s  t o  b e  s e m i - s i mp l e  a s  H - m o d u l e  t h e n  U  =  U
H  +  v .
By a s s u mp t i o n ,  n e i t h e r  V
M  n o r  V
N  i s  
V  
;  
a s  
t h e
y  
a r
e  G -
s u b m o
d u l e s

and V  i s  s i m p l e ,  VM =  V
N  =  V
G  =  
0  .I f  M  a c t e d  o n  V  a s  a  p - g r o u p ,  e a c h  s i m p l e  M - s u b m o d u l e  o f

✓ w o u l d  b e  t r i v i a l ,  c o n t r a r y  t o  V
M  =  O  .  
T h u s  
s o m e  
e l e m e n t  
o f  
o r d e r

p r i me  t o  p  i n  M  m u s t  a c t  n o n t r i v i a l l y  o n  V  ;  l e t  L  b e  a  c y c l i c

s ubgroup  g e n e r a t e d  b y  s u c h  a n  e l e me n t .  B y  Mas c hk e ' s  Th e o r e m,  U  i s

s e mi s i mp l e  a s  L - m o d u l e ,  s o  U  =  U
L  +  V  ;  b y  
t h e  
c h o i c e  
o f  
L  
,  U
L  
<

S inc e  N  n o r m a l i z e s  ( e v e n  c e n t r a l i z e s )  L  ,  U
L  i s  a n  N -
s u b m o d u l e .L e t  Y  b e  a  ma x i ma l  N - s u b m o d u l e  o f  U  c o n t a i n i n g  U
L  ;  a  f o r t i o r i ,
•  =  Y  +  V  s o  Y  *  V  .  N o w  Y g  i s  a l s o  a  ma x i ma l  N - s u b m o d u l e ,  f o r  e a c h

g i n  G  ,  a n d  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  Y g  i s  a  G - s u b m o d u l e  w h i c h  c a n n o t

c o n t a i n  a n d  s o  mu s t  a v o i d  t h e  s i m p l e  G - s u b m o d u l e  V  .  B y  4 . 1 ' ,  t h a t

i n t e r s e c t i o n  i s  z e r o .  I t  f o l l o w s  t h a t  U  i s  a  s e mi s i mp l e  N - m o d u l e ,

whenc e U  =  U
N  +  
V  .  
A s  
U
N  
=  
0  
b
y  
4 .
1 "
,  
t
h
i
s  
c o
m p
l e
t e
s  
t
h
e  
p
r
o
o
f
.

We n o t e  t h a t  i f  t h e  h y p o t h e s i s  i s  m o d i fi e d  s o  t h a t  M  a c t s  n o n -

t r i v i a l l y  o n  V  b u t  N  a c t s  t r i v i a l l y ,  t h e n  H o m
G
( N , V )  =  0  
( b e c a u s e
M a c t s  t r i v i a l l y  o n  N  w h i l e  V
M  =  0 )  a n d  
s o  i n  
4 . 2
1  i n f  
m u s t  
b e  
a n

i s o mo r p h i s m.  C o m b i n e d  w i t h  t h i s  o b s e r v a t i o n ,  4 . 7  y i e l d s  6 . 1 1  o f  [ 9 1  a s

a s p e c i a l  c a s e :  t h e  mo s t  e l e me n t a r y  p r o o f  y e t .
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5. T h e  pr oo f  o f  the  Reduction Theorem

L e t  G  b e  a  fi n i t e  g r o u p ,  V  a  s i m p l e  G - m o d u l e  ( s a y ,  o f

c h a r a c t e r i s t i c  p ) ,  a n d  l e t  C  ,  D  ,  k  b e  a s  i n  S e c t i o n  2 .

The fi r s t  s t e p  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  Re d u c t i o n  Th e o r e m i s  t h a t  i n

4 . 2
1  
w
i
t
h  
N  
=  
D

1 i n f  1
5 . 1  H  ( G / D, V )  H  ( G , V )  i s  a n  i s o mo r p h i s m.

To t h i s  e n d ,  i t  s u f fi c e s  t o  p r o v e  t h a t  t h e  i ma g e  o f  H 1 r e  s H o m G( D, V )

i s  0  .  S u p p o s e  n o t :  t h e n  t h e r e  i s  a  d  i n  D e r ( G , V )  w h o s e  r e s t r i c t i o n

d :  D  V  i s  n o n z e r o .  A s  d D i s  a  G - h o mo mo r p h i s m a n d  V  i s  s i m p l e ,

dD m u s t  b e  s u r j e c t i v e .  L e t  L  b e  t h e  k e r n e l  o f  d
i )  ;  t h e n  D / L  
i s  ac h i e f  f a c t o r  o f  G  i s o m o r p h i c  t o  V  a n d  e a s i l y  s e e n  t o  b e  c o mp l e me n t e d

by  { h  E G  I  h d  =  0 }  ,  c o n t r a r y  t o  2 . 3 .  T h i s  p r o v e s  5 . 1 .

The s e c o n d  s t e p  i s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  4 . 2 '  w i t h  G / D  i n  p l a c e  o f

G a n d  C / D  i n  p l a c e  o f  N  .

1,  , ,  s  i n f  1 ,  s  r e s
5 . 2  T h e  s equenc e  0  H  k G/ L, , V) - 4 -  H k G / u , V )  H o m G( C/ D, V )  -0. 0

i s  e x a c t ,  a n d  t h e  ( E n d G V ) - d i me n s i o n  o f  H o m G( C/ D, V )  i s  k

I n  v i e w  o f  2 . 2  a n d  4 . 2 ' ,  a l l  t h a t  r e ma i n s  t o  e s t a b l i s h  i s  t h e  s u r j e c t i v i t y

o f  r e s  .  T o  t h i s  e n d ,  l e t  t p  :  C / D  -0- V  b e  a  n o n z e r o  G - h o mo mo r p h i s m;

n o t e  t h a t  ( f )  i s  s u r j e c t i v e  b e c a u s e  V  i s  s i m p l e .  L e t  L / D  b e  t h e

k e r n e l  o f  ( 4 ) ;  b y  2 . 4 ,  C / L  h a s  a  c omp lemen t  H  .  E a c h  e l e me n t  o f  G / D

c an b e  w r i t t e n  a s  h x  w i t h  h  E H / D  ,  x  E C / D  ,  a n d  x  u n i q u e  mo d u l o

L / D :  s o  hx 1-0-  x  d e fi n e s  a  map G / D V  ,  a n d  t h i s  i s  e a s i l y  s e e n  t o  b e

a d e r i v a t i o n  whos e  r e s t r i c t i o n  t o  C / D  i s Th i s  p r o v e s  5 . 2 .



such t h a t  H
i
( G / C , V )  
0  
. )
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Th i s  muc h  h a s  b e e n  a v a i l a b l e  f o r  q u i t e  s ome t i m e ,  f o r  i n s t a n c e

as  a n  e a s y  c ons equenc e  o f  4 . 1  o f  [ 1 0 ] ;  i n  t u r n ,  t h e  p r e s e n t  l i n e  o f

a rgumen t  y i e l d s  a  " t r a n s g r e s s i o n - f r e e "  p r o o f  o f  t h a t  r e s u l t .

I t  i s  a l s o  t h e  e n d  o f  t h e  s t o r y  i f  we  c a n  b e  s u r e  t h a t  H
i
( G / C , V )  =Th a t  i s  c e r t a i n l y  t h e  c a s e  i f  e i t h e r  G / C  =  1  o r  0 Pi  (G/ C) >  1  ( c f .  4 . 1

m  ) ,
and s o  f o r  a l l  s i m p l e  V  o f  c h a r a c t e r i s t i c  p  w h e n  G  i s  p - s o l u b l e

( c f .  2 . 5 ) .  O u r  r e s u l t  i s  t h e n  t h e  we l l - k n o wn  a n d  v e r y  u s e f u l  f o r m u l a  o f

Gas c hi l t z  ( o n  p . 9 3  o f  G r u e n b e r g  a n d  Roggenk amp [ 1 3 ] ;  s e e  a l s o  V 1 1 . 1 5 . 5  a n d

15. 6  i n  Hu p p e r t  a n d  B l a c k b u r n  [ 1 5 ] ) :  b y  5 . 1 ,  5 . 2 ,  a n d  2 . 5 ,  i f  G  i s

p - s o l u b l e  t h e n  H
i
( G , V )  H o m
G
( C , V )  
( S t a
m m p a
c h  
[ 1
9 1  
p r
o v
e d  
t
h
a
t  
i
f

G i s  n o t  p - s o l u b l e ,  t h e r e  a l wa y s  e x i s t  s i m p l e  V  o f  c h a r a c t e r i s t i c

Lemma 4 . 7  y i e l d s  a n o t h e r  s u f fi c i e n t  c o n d i t i o n :  H 1( G / C, V )  =  0  e x c e p t

pe rhaps  i f  G / C  h a s  o n l y  o n e  m i n i m a l  n o r ma l  s u b g r o u p  a n d  t h a t  i s  n o n a b e l i a n

(and o f  o r d e r  d i v i s i b l e  b y  p  ,  b e c a u s e  o f  4 . 1 " ) .  I t  r e ma i n s  t o  c a l c u l a t e

H1( G / C, V )  i n  t h i s  e x c e p t i o n a l  c a s e .  L e t  N / C  b e  t h e  u n i q u e  m i n i m a l  n o r ma l

s ubgroup  o f  G / C  ,  a n d  S / C  a  s i m p l e  d i r e c t  f a c t o r  o f  N / C  :  s o  N / C  i s  t h e

d i r e c t  p r o d u c t  o f  t h e  d i s t i n c t  c o n j u g a t e s  o f  S / C  .  I f  S  =  N t h e n  O / C  i s

n e a r l y  s i m p l e  a n d  t h e  r e d u c t i o n  i s  c o mp l e t e :  s u p p o s e  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e .

L e t  A / C  a n d  B / C  d e n o t e  t h e  n o r m a l i z e r  a n d  t h e  c e n t r a l i z e r  o f  S / C  i n  O / C

r e s p e c t i v e l y ;  t h e n  N / C  i s  t h e  d i r e c t  p r o d u c t  o f  S / C  a n d  ( B n N ) / C  ,  w h i l e

SB/B ( z S / C)  i s  t h e  o n l y  m i n i m a l  n o r ma l  s u b g r o u p  o f  A / B

By C l i f f o r d ' s  Th e o r e m ( 3 . 1 ) ,  V  i s  s e mi s i mp l e  a s  N - m o d u l e .  S i n c e

S >  C  ,  S  m u s t  a c t  n o n t r i v i a l l y  o n  s ome s i m p l e  N - s u b m o d u l e  U  o f  V  .

I f  B  n  N  a l s o  a c t s  n o n t r i v i a l l y  o n  U  ,  t h e n  H 1( N/ C, U)  =  0  b y  4 . 7 ;

i n  t h i s  c a s e  H
i
( N / C , U g )  
=  
0  
f o
r  
a l
l  
g  
i
n  
G  
(
b
y  
4
.
4
)  
a
n
d
,  
a
s  
V  
i
s

t h e  d i r e c t  s um o f  a  s u i t a b l e  s e t  o f  t h e  U g  4 . 3  y i e l d s  t h a t  H
i
( N / C , V )  =  O :henc e 4 . 2 "  g i v e s  t h a t  a l s o  H 1( C/ C, V )  =

t h a t  i f  v B
( I
N  =  
0  
t h e
n  H
i
( G /
C , V
)  
=  
O
.

I n  p a r t i c u l a r ,  we  h a v e  p r o v e d
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Set  W  =  V
l i n N  
a s s
u m e  
W  
O  
,  
a
n
d  
l
e
t  
U  
b
e  
a
n
y  
s
i
m
p
l
e

N-s ubmodu le  o f  W  .  S i n c e  W  a d m i t s  A  a n d  W
S  =  V
N  =  o  ,  
S  a c t s
n o n t r i v i a l l y  o n  U a  w h e n e v e r  a  E A  .  O n  t h e  o t h e r  h a n d  i f  g  i  A

- 1
t hen  g S g  / C  I s  a  s i m p l e  d i r e c t  f a c t o r  o f  N / C  o t h e r  t h a n  S / C  a n d

henc e g S g - 1  B  n  N  :  c o n s e q u e n t l y ,  g S g - 1  a c t s  t r i v i a l l y  o n  U

t h a t  i s ,  S  a c t s  t r i v i a l l y  o n  r i g  .  T h u s  3 . 3  i s  v e r i fi e d ,  a n d  3 . 2 ,

3 . 4 ,  3 . 5  f o l l o w .  A s  E U a  -5.. W w h i l e  E U g  V
S  a n d  W  n  
v s  -  V
N  =  
o

3 . 4  y i e l d s  t h a t  E U a  =  W ,  E U g  =  V
S  ,  V = W O V
S  ;  
3 . 2  
t e l l s  
u s  
t h a t

V i s  W  i n d u c e d  f r o m  A  t o  G  ,  a n d  3 . 5  t h a t  t h e . . n a t u r a l  a l g e b r a

homomorphis m E n d
A  W  ±  
E n d
o  V  
i s  
a n  
i s o m o
r p h i s
m .  
O
n
e  
m
a
y  
a
l
s
o  
s
a
y  
t
h
a
t

V a s  G / C - m o d u l e  i s  i n d u c e d  f r o m  t h e  A / C - m o d u l e  W  ;  S h a p i r o ' s  Lemma

4 . 5 '  t h e n  s a y s  t h a t  H 1( G / C, V )  H 1(A / C, W)  .  S i n c e  S / C  a c t s  n o n -

t r i v i a l l y  o n  W  ,  4 . 7  g i v e s  t h a t  H
i
( A / C , W )  =  
0  e x c e p t  
p e r h a p s  
i f  
B / C

a c t s  t r i v i a l l y .  W h e n  B / C  d o e s  a c t  t r i v i a l l y ,  we  u s e  t h e  f a c t  t h a t

HomG(B/ C, W)  =  0  b e c a u s e  W
S  =  O  ,  
s o  b y  
4 . 2
1  
( w i t h  
A /
C  
,  
B /
C ,  
W  
i
n

p l a c e  o f  G  ,  N  ,  V )  i n f  i s  a n  i s o mo r p h i s m:  H 1(A / B , W)  H 1(A / C, W)

F i n a l l y  we  a p p l y  4 . 2 "  ( w i t h  A / B  ,  S B / B  ,  W i n  p l a c e  o f  G  ,  N  ,  V )  t o

deduc e t h a t  r e s  i s  a n  i s o mo r p h i s m:  H 1 (A/B,W) 7.1 H 1 (SB/B,W)A / B  l  , t h a t

i s ,  H 1( A / B , W)  H 1( S / C, W) A  .  T h e s e  c o n c l u s i o n s  may  b e  s ummar i z ed  a s

f o l l o w s .

5 . 3  I f  W  =  0  o r  i f  B  a c t s  n o n t r i v i a l l y  o n  W  ,  t h e n  H
i
( G , V )  =  O ;o t h e r w i s e  W  i s  a  f a i t h f u l  s i m p l e  mo d u l e  f o r  t h e  n e a r l y  s i m p l e  g r o u p

A/ B w i t h  E n d A/B W 74 E n d G V  a n d  H 1(G , V )  H 1(A / B , W)  H 1(S / C, W)A

and V  i s  W  i n d u c e d  f r o m  A  t o  G

Th i s  c o mp l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  Re d u c t i o n  Theo r em.  W e  s t r e s s  t h a t

a l l  t h e  i s o mo r p h i s ms  i n  5 . 3  a r e  ( c o mp o s i t e s  o f )  n a t u r a l  maps  ( w h i c h  a r i s e

f r o m t h e  f u n c t o r i a l  n a t u r e  o f  i n d u c t i o n ,  S h a p i r o ' s  Lemma,  a n d  v a r i o u s

i n s t a n c e s  o f  t h e  i n fl a t i o n - r e s t r i c t i o n  s e q u e n c e  4 . 2 ) .
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6. T h e  generation gap o r  pr es entat ion rank

Our fi r s t  a p p l i c a t i o n  w i l l  s e t t l e  a n  o l d  d e b t  b y  e s t a b l i s h i n g  a
tʻL:. v o w

r e s u l t  a n n o u n c e d  w i t h o u t  p r o o f  a s  ( 3 0 )  i n  [ 1 1 ] .

L e t  d ( G )  d e n o t e  t h e  mi n i mu m o f  t h e  c a r d i n a l i t i e s  o f  t h e  g e n e r a t i n g

s e t s  o f  G  .  F o r  a n  a r b i t r a r y  G - m o d u l e  U  ,  l e t  6  b e  1  i f  U  i s

t r i v i a l  a n d  0  o t h e r w i s e ;  a l s o , w r i t e  d G( U)  f o r  t h e  mi n i mu m o f  t h e

c a r d i n a l i t i e s  o f  t h e  G - m o d u l e  g e n e r a t i n g  s e t s  o f  U  .  F o r  e a c h  r e a l

number x  ,  l e t  l x ]  b e  t h e  ( u n i q u e )  i n t e g e r  s u c h  t h a t  E x l  -  1  <  x  6  [ x i

i t  i s  s t r a i g h t f o r w a r d  t o  s e e  t h a t

6 . 1  f x / n 1  =  [ ( x l / n 1  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  .

F i n a l l y ,  d e n o t e  t h e  a u g me n t a t i o n  i d e a l  o f  t h e  i n t e g r a l  g r o u p  r i n g  77,G b y  g

The g e n e r a t i o n  g a p  o f  a  fi n i t e  g r o u p  G  i s  d e fi n e d  b y

gap G =  d ( G )  -  c i
G
( g )

by  a  t h e o r e m o f  Roggenk amp f 1 8 1  ( P r o p o s i t i o n  1  i n  o u r  D i ) ,  i t  i s  e q u a l

t o  t h e  p r e s e n t a t i o n  r a n k  o f  G  :  t h e  c o n t e x t  o f  t h e s e  c o n c e p t s  wa s

s urv ey ed  a t  l e n g t h  i n  [ 9 1  a n d  [ 1 1 ] .  H e r e  we  r e c a l l  o n l y  t h a t  g a p  G =

i f  e i t h e r  G  i s  s o l u b l e  o r  G  c a n  b e  g e n e r a t e d  b y  t w o  e l e me n t s ;  a n d  t h a t

gap G >  0  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  s t a n d a r d  w r e a t h  p r o d u c t  o f  a n  i n fi n i t e

c y c l e  b y  G  c a n  b e  g e n e r a t e d  b y  d ( G )  e l e m e n t s .

The o u t s t a n d i n g  c l a i m  g i v e s  a  t e s t  f o r  g a p  G >  O  .  E v e n  i t s

s t a t e me n t  r e f e r s  t o  t h e  Re d u c t i o n  Th e o r e m:  c a l l  a  s i m p l e  G - m o d u l e  V

m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d  i f  i t  c omes  u n d e r  t h e  l a s t ,  e x c e p t i o n a l  c a s e  o f

t h a t  Theo rem.  E x p l i c i t l y ,  V  i s  m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d  i f  G / C  h a s

o n l y  o n e  m i n i m a l  n o r ma l  s u b g r o u p  N / C  ,  t h i s  i s  n o n a b e l i a n ,  a n d  i f
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S/C i s  a  s i m p l e  d i r e c t  f a c t o r  o f  N / C  w i t h  c e n t r a l i z e r  B / C  t h e n

V
B  
0
O 
:  
t
h
e  
c
a
s
e  
o
f  
n
e
a
r
l
y  
s
i
m
p
l
e

B/ C =  1  a n d  V
B  =  V

6 . 2  THEOREM.

S/C o f  t h e  fi n i t e  g r o u p  G  ( 0 1 )  .  T h e  f o l l o w i n g  t wo  c o n d i t i o n s  t o g e t h e r

a r e  s u f fi c i e n t  t o  e n s u r e  t h a t  g a p  G  >  O .

(a) d ( G )  -  2  d G(C/ D)  -  8  w h e n e v e r  V  i s  a  c omp l emen t edV , t

a b e l i a n  c h i e f  f a c t o r  o f  G

(b) ( d ( G ) - 2 ) I G : A l  d ( ( A / B ) W
k
)

( c
)

Assume t h a t  d ( G )  >  d ( S / C)  f o r  e v e r y  c o mp o s i t i o n  f a c t o r

a b e l i a n  c h i e f  f a c t o r  o f  G

A ,  B  ,  W a s  i n  t h e  Re d u c t i o n  Th e o r e m,  a n d  w i t h

s e mi d i r e c t  p r o d u c t  o f  A / B

c o p i e s  o f  W  .

The r e a s o n  f o r  d ( G )  -  2  o n

i n e q u a l i t i e s  i s  t h a t  b y  d e fi n i t i o n

i s  e q u i v a l e n t  t o

d ( g )  -  1  =  m a x f [
d i m
d
i
f
i n
T /
V )

G -  6
V ,
t

1-dim H1 (G, V)]
d(G) -  2  6d im V  V , t

G/C i s  i n c l u d e d  h e r e ,  f o r  t h e n

t h a t  i s  n o t  m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d ;

-  1  w h e n e v e r  V  i s  a  c o mp l e me n t e d

t h a t  i s  m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d  w i t h  k

( A / B ) W
k  
t h
e

and t h e  d i r e c t  p r o d u c t  W
k .  o f  k

I f  t h e  a u t o mi z e r s  o f  t h e  n o n a b e l i a n  c o mp o s i t i o n  f a c t o r s  o f  G  a r e  a l l

2 - g e n e r a t o r  g r o u p s ,  t h e n  t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e  a l s o  n e c e s s a r y .

t h e  l e f t  h a n d  s i d e s  o f  t h e s e

gap G >  0  i f  a n d  o n l y  i f

d(G) -  2  24 d G (g) -  1  .  T h e o r e m  3  o f  o u r  [ 3 ]  s a y s  i n  e f f e c t  t h a t -

where  t h e  max imum i s  t a k e n  o v e r  a l l  s i m p l e  G - m o d u l e s  V  :  s o  g a p  G >

f o r  a l l  s i m p l e  V  .

By 2 . 2  a n d  t h e  s i m p l e  r u l e  ( 7 . 1 2  i n  [ 9 ] )  f o r  c a l c u l a t i n g  d
G
( U )  ,
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11 d i m  E n d
G

d ( C / V )  = d i m V

henc e t h e  Re d u c t i o n  Th e o r e m l e a d s  t o  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( a )  wh e n  V  i s

n o t  m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d .  I f  V  i s  o f  t h i s  k i n d  b u t  n o t  i s o m o r p h i c

t o  a n y  c o mp l e me n t e d  c h i e f  f a c t o r ,  t h a t  i n e q u a l i t y  i s  a u t o m a t i c a l l y

s a t i s fi e d  ( f o r  d ( G )  >  1  b y  a s s u mp t i o n ) .

Fo r  m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d  V  o f  c o u r s e  6  V, t  =  o  ,  a n d  b y  t h e

Re d u c t i o n  Th e o r e m d i m  H1 (G,V) =  k  +  d i m  H
1
( A / B , W )  w h i l ed i m V  =  I G : A l  d i m  W ,  a l l  d i me n s i o n s  b e i n g  t a k e n  o v e r  t h e  " s a me "

fi n i t e  fi e l d  E n d G V  E n d A/ B W .  S u b s t i t u t e  i n t o  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e

o f  t h e  i n e q u a l i t y  i n  ( c )  a n d  u s e  6 . 1  t o  mov e I G : A I  t o  t h e  l e f t  h a n d

s i d e :

(d)
( d ( G )
-
2 )
I G : A 1  
a  
[ k
-
F d
i m  
H
(
A
/
B
,
W
)
1

d i m W

When k  =  0  t h i s  i s  a u t o ma t i c :  f o r  i n  t h e  l a s t  p a r t  o f  t h e  Re d u c t i o n

I
w
i
d
(
S
/
C
)
-
1  
I
w
i
d
(
G
)
-
2

Theorem W
s  =  
0  
a n
d  
I H
1
( A /
B , W )
1  
5  
I H
1
( S /
C ,
W )
1  
5  
<

by  4 . 6  a n d  b e c a u s e  d ( G )  >  d ( S / C)  h a s  b e e n  as s umed.  B y  t h e ,  C o r o l l a r y

t o  Lemma 2  i n  G r u e n b e r g  a n d  Roggenk amp [ 1 2 ]  ( n o t e  t h i s  c a n  a l s o  b e

p r o v e d  w i t h o u t  t r a n s g r e s s i o n s ,  a s  t h e  l a s t  l i n e  o f  p . 2 6 5  i n  ( 1 2 ]  i s

an e a s y  v a r i a n t  o f  o u r  5 . 2 ) ,

[
k
+
d
i
m 
H
1
(
A
/
B
,
W
)

d ( ( A / B ) W
k
)  -  
1  
=  
m a x
{ d
( A /
B ) -
1 ,

d im W

Thus  ( b )  c e r t a i n l y  i m p l i e s  ( d )  a n d  s o  ( c )  f o r  a l l  m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d

V ,  a n d  t h e  c o n v e r s e  i m p l i c a t i o n  i s  a l s o  v a l i d  u n d e r  t h e  a s s u mp t i o n  t h a t

d ( A / B )  i s  a l wa y s  2 .  T h i s  c o mp l e t e s  t h e  p r o o f  o f  6 . 2 .

6 . 3  RE MA RK .  I n  c o n d i t i o n  ( b ) ,  o n e  c a n  r e p l a c e  t h e  e x t e r n a l l y

c o n s t r u c t e d  ( A / B ) W
k  b y  a  
s e c t i o n  
A / R  
o f  
G  
c h o
s e n  
a
s  
f o l
l o w
s .  
(
W
e

c o n t i n u e  t o  u s e  t h e  n o t a t i o n  o f  S e c t i o n  5 . )  S i n c e  B  n  N  i s  n o r m a l  i n
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t h e  n o r m a l  s u b g r o u p  N  ,  r e p e a t e d  a p p l i c a t i o n  o f  C l i f f o r d ' s  Th e o r e m

t e l l s  u s  t h a t  V  i s  s e m i - s i m p l e  a s  ( B A N ) - m o d u l e :  t h u s

BnN
v  =  v  ( I )  [ v , B r I N]  H e r e  v  =  W a n d  i n  t h e  r e l e v a n t  c a s e  a l l

o f  B  a c t s  t r i v i a l l y  o n  W  ,  s o  we  c a n  c o n c l u d e  t h a t  V i [ V , B ]  21 W .

We k n o w f r o m  2 . 2  t h a t  C / D -2; V
k  ,  s o  C i
[ C , B ] l )  W
k  
.  
A l s o ,  
w e

saw i n  S e c t i o n  2  t h a t  C / D  h a s  a  ( u s u a l l y  f a r  f r o m  u n i q u e )  c o mp l e me n t

i n  G  w h i c h  we  c a l l e d  E  i n  F i g . 2 .  I t  i s  n o w e a s y  t o  s e e  t h a t

(EnA) [ C, B i D c o m p l e m e n t s  C / [ C , B ] D  i n  A  ,  a n d  s o  w i t h

P. =  B  n  ( E n r ) [ c , B10 )= ( E n B ) [ C , B ] D w e  h a v e  B / P . . 2  C i [ C , B ] D  W
k  a n d
A/ R ( A / B ) W
k  
I n c i d
e n t a l
l y ,  
t h
i s  
d i s
c u
s s i
o n  
s
h
o
w
s  
t
h
a
t  
f
o
r  
a  
V

w i t h  k  >  O ,  t h e  c o n d i t i o n  V
B  A  0  i n  
t h e  
d e fi n i t i o n  
o f  
" m o n o l i t h
i c a l l y

i n d u c e d "  i s  e q u i v a l e n t  t o  [ C , B 1 D  <  C .

F i g
-
.  
4( I n  c o n t r a s t  t o  F i g s  1  a n d  2 ,  F i g . 4  g i v e s  o n l y  p a r t  o f  t h e  s u b l a t t i c e

g e n e r a t e d  i n  t h e  s u b g r o u p  l a t t i c e  o f  G  b y  t h e  s u b g r o u p s  named:  t h e  d o t t e d

l i n e  i s  i n t e n d e d  t o  s u g g e s t  t h a t  t h e  j o i n  o f  E  a n d  [ C , B ] D  i s  n o t  s h o wn . )
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We r e t a i n  a l l  t h e  n o t a t i o n  e s t a b l i s h e d  s o  f a r ;  G  i s  fi n i t e

7 . 1  THEOREM.  S u p p o s e  t h a t  e a c h  n o n a b e l i a n  c o mp o s i t i o n  f a c t o r  o f  G

can b e  g e n e r a t e d  b y  t w o  e l e me n t s  o n e  o f  w h i c h  h a s  o r d e r  2 ,  a n d  l e t  V

be a  s i m p l e  G - m o d u l e  n o t  i s o m o r p h i c  t o  a n y  c o mp l e me n t e d  c h i e f  f a c t o r

of G  T h e n  1 1 1
1
( G , v ) !  <  
I v 'P r o o f .  B y  a s s u mp t i o n ,  n o w  k  =  0  a n d  C  =  D  ,  s o  H 1( G , V )  =

ex c ep t  p e r h a p s  when  V  i s  " m o n o l i t h i c a l l y  i n d u c e d "  i n  wh i c h  c a s e  b y  5 . 3

1 H
1
( G
, V
) I  
1
1
1
1
(
S
/
C
,
W
)
1  
a
n
d

Th i s  c o mp l e t e s  t h e  p r o o f  o f  7 . 1 .

1\7
1 
=  
1
w
1
I
G
:
A
l  
•

o f  5 . 3  t h a t  W
S  =  
O  .  
A l s o
,  
b y  
C l i f
f o r d
' s  
T h
e o
r e
m  
W  
i
s  
s e
m i
s i
m p
l e

as  S / C - m o d u l e .  T h u s  b y  4 . 3  i t  s u f fi c e s  t o  p r o v e  t h a t  I H 1  (S/ C, U)1 <

whenev er  S / C  i s  a  n o n a b e l i a n  c o mp o s i t i o n  f a c t o r  o f  G  a n d  T i  i s  a

s i mp l e  n o n t r i v i a l  ( a n d  t h e r e f o r e  f a i t h f u l )  S / C - m o d u l e .

L e t  S / C  b e  g e n e r a t e d  b y  x  a n d  y  ,  w i t h  y 2 =  1  .  I f

d E De r ( S / C , U)  ,  t h e n  0  =  y 2d  =  ( y d ) ( y - F1 )  s o  y d  l i e s  i n  t h e

s ubs pac e { u  E U  I  u (y -1-1)= 0 }  .  I f  t h i s  s u b s p a c e  U 1 w e r e  T i i t s e l f ,

t h e n  y  w o u l d  a c t  o n  U  a s  t h e  s c a l a r  - 1  a n d  s o  wo u l d  l i e  i n  t h e

c e n t r e  o f  t h e  f a i t h f u l l y  a c t i n g ,  n o n a b e l i a n  s i m p l e  S / C  .  T h i s  c a n n o t

1 1
happen,  s o  I D e r ( S / C , U ) 1 1 1 <  1U12  ,  w h e n c e  I H
1
( S / C , U ) 1  <  l u i

7 . 2  REMARK.  I f  t h e  a s s u mp t i o n  o n  c o mp o s i t i o n  f a c t o r s  i s  e a s e d  t o  e a c h

b e i n g  g e n e r a t a b l e  b y  t w o  e l e me n t s ,  t h e  l a s t  p a r a g r a p h  s i m p l i fi e s  t o  a

d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  4 . 6 ,  a n d  t h e  c o n c l u s i o n  i s  1 H
1
( G , V ) 1

I n  v i e w  o f  4 . 6 ,  7 . 1  i m p l i e s  t h e  f o l l o w i n g .

Re c a l l  f r o m  t h e  p r o o f

iv
l 
•



7. 3  COROLLARY.  L e t  G  b e  a  n o n c y c l i c  fi n i t e  g r o u p  s u c h  t h a t  e a c h

n o n a b e l i a n  c o mp o s i t i o n  f a c t o r  o f  G  c a n  b e  g e n e r a t e d  b y  t w o  e l e me n t s

one o f  wh i c h  h a s  o r d e r  2 ,  a n d  l e t  V  b e  a  s i m p l e  G - m o d u l e  s u c h  t h a t

d(GV) >  d ( G )  .  T h e n  V  m u s t  b e  i s o m o r p h i c  t o  s ome c omp l emen t ed  c h i e f

f a c t o r  o f  G  ( t h a t  i s ,  k  >  0 ) .

o u r  a s s u mp t i o n  o n  c o mp o s i t i o n  f a c t o r s ,  h e  r e q u i r e s

Th i s  i s  v e r y  s i m i l a r  t o  Th e o r e m A  o f  Thomas  P O ] .  I n  p l a c e  o f

O,  (G/ C) >  1
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(and "c o mp l e me n t e d "  i s  m i s s i n g  f r o m  h i s  c o n c l u s i o n ) ;  I f  i t  s h o u l d  b e

p r o v e d  t h a t  e v e r y  n o n a b e l i a n  fi n i t e  s i m p l e  g r o u p  s a t i s fi e s  o u r

as s umpt ion ,  ( i i )  c o u l d  b e  o m i t t e d  f r o m  h i s  Th e o r e m A .  A l t e r n a t i v e l y ,

one may  k e e p  t o  ( i i )  a n d  s t r e n g t h e n  h i s  t h e o r e m,  u s i n g  4 . 6 ,  5 . 1 ,  a n d

5 . 2 ,  t o  t h e  f o l l o w i n g .

7 . 4  THEOREM.  L e t  G  b e  a  n o n c y c l i c  fi n i t e  g r o u p  a n d  V  a  s i m p l e

G-module s u c h  t h a t  O p t  (G/ C) >  1  .  T h e n  d ( G V )  >  d ( G )  i f  a n d  o n l y

i f  k  =  ( d ( G ) -
l )  d i m  
V  
w h e r
e  
t h
e  
d i m
e n s
i o n  
i
s  
t a
k
e
n  
o
v
e
r  
E
n
d
G  
V  
.
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